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PKfiFACE. 


J’ai reiini dans ceL Ouvrag'c les Logons quo j’ai. faiLes an 
College de France, pendant rannee scolaire iqo'j-iQoS, 
coiTiine charge du cours fonde par la fainillc Peccot. 

Les viiigt Legons que coniprend ce Goars onL eLe consa-' 
crees a TeLade du developpejnent de la notion ddiitegi'ale. 
Uii liistorique complet n’aurait pu Lenir en vingt Logons; 
aussi, laissant de cote bien des resultats iinportaiiLs, je me 
siiis Lout d’abord liniile a rintegration des fonctlons reelles 
d'une seule variable reelle ; le le(‘.teur poupra reclierclier si 
les i‘esultats indiques sc pretent facilement a des generalisa- 
tions. De plus, parini les nonibreuses dclinitions qui out ele 
SLiceessivcrnen t proposees pour rintegral(‘ des fonc Lions 
rdelles d’une variable reelle, je n’ai retenu que celles ([idil 
est, a nion avis, indispensable de connaitre pour bien com- 
prcndre toutes les Iransrormalions qida regiies le problenKi 
dUiitegralion ct pour saisir les rapports qidil y a entre la 
notion chaii'e, si simple en appareuce, (‘t certaines dclinitions 
analytiques do riiitegr'ah^ a aspects tres cornpliques. 

On pent se deniander, il est vrai, sal y a quehjue interet 
a s'occupcr de telles complications et sal iie vaut pas inicuv 
se J)orner a relude des fonctious (jiii ne necessitent ([ue 
des definitions simples. Cela n’a guere que des avantages 
quand il shigit d’un Cours clemcutaire; mais, comine on le 
verra dans ces Logons, si Ton voulait toujours se limiter a la 
consid(h"ation de ces bonnes fonctions, il faudrait renoiicer 
a resoudre ])ien des prol)lemes a enonces simples poses dcpuis 
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longteiaps. C’est pour la resolution de ces prob'leihes, el non 
par amour des complications, que j’ai introdnit clans ce 
Livre unc definition dc Finlegrale plus generale quc celle de 
Rieinann et comprenant celle-ci coinine cas particulier. 

Ceux cfui me liront avcc soin, tout cn regrettant pcuL-etre 
qne Ics choses ne soient pas plus simples, m’accorderont, jc 
le pense, c|ue cette definition est necessaire et naturellc. 
J’ose dire qu’elle est, eii un certain seas, plus simple cjne 
celle de Riemann, aussi facile a saisir que celle-ci ct que, 
seules, des habitudes d’esprit anterieurement accjuises peu- 
vent la faire paraitre plus compliquee. Elle est plus simple 
parce qu’elle meten evidence les proprietes les plus impor- 
1 antes de I’integrale, landis cjue la definition de Riemann 
ne met cn evidence qu’un precede de calcul. C’est pour cela 
cju’il est presque loujours aussi facile, parfois meme plus 
facile, a I’aide de la definition generale de I’integrale, dc 
demontrer une propriete pour toutes lesfonctions auxquelles 
s’applique cette definition, e’est-a-dire pour toutes les fonc- 
tions sornmables, que de la demontrer pour les seules fonc- 
lions integrables, en s’appuyant sur la definition de Riemann. 
JMeme si I’on ne s’interesse c^u’aux resultats relatifs aux fonc- 
tions simples, il est done utile de connaitre la notion de 
fonction sommable parce cju’elle suggere des precedes rapides 
de demonstration. 

Comme application de la definition de I’integrale, j’ai 
etudie la recherche des fonctions primitives et la rectification 
des courbes. A ces deux applications j’aurais voulu en 
joindre une autre U’es importante: I’etude du develop- 
pement trigonometrique des fonctions ; mais, dans mon 
Cours, je n’ai pu donner a ce sujet que des indications telle- 
ment incompletes que j’ai juge inutile de les reproduire ici. 

Suivant en cela Fexemple donne par M. Borel, j’ai redige 
ces Lecons sans supposer an lecteur d’autres connaissances 
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(|ue celles qui font purtic dn programme de licence do 
loutes Ics Facultcs; je pourrais meme dire que je ne sup- 
pose ricn do plus que la connaissance de la definition el 
des proprietes les plus elementaires de Fintegralc des fonc- 
tions continues. Mais, s’il n’est pas indispensable de con- 
naitre beaucoup de choses avant de lire ccs Lemons, il est 
necessaire d’avoir certaines habitudes d’esprit, il est utile de 
s’etre deja interessc a certaines questions de la theorie des 
fonctions. Un lecteur parfaitement prepare serait celui qui 
aurait deja lu V Introduction a V etude des fonctions d’line 
variable reelle, de M. Jules Tannery, et les Lej^ons sur la 
theorie des fonctions, de M. Emile Borel. 

Si r on compare ce Livre aux quelques pages que Ton 
consacre ordinairement a I’integration et a la recherche des 
fonctions primitives, on le trouvera sans doute un pen 
long ; j’espere cependant que tons ceux cpii ont ecrit sur 
la theorie des fonctions et qui savent les diflicultes qu’il y a, 
en cette matierc, a etre a la fois rigoureux et court, ne 
s’etoiineront pas trop dc cette longueur 5 peut-etre memo me 
pardonncront-ils d'avoir etc, a leur gre, parfois trop diffus, 
parfois trop cone is. 

Pour la redaction, j’ai cu surtout rccours aux Memoires 
originaux ; je dois cependant signaler, comme m’ayant etc 
particuliercincnt utiles, outre les deux Onvrages prccedem- 
ment cites, Fondamenti per la teorica delle funzioni di 
variabili reali, de M. Ulissc Dini ct le Cours dl Analyse 
de VFcole Poly tech nique , de M. Camille Jordan. Enfin j’ai 
a rcmercicr M. Boi'el des consciis cpi’il rn’a donnes an. cours 
de la correction des epreuves. 

lit'iHics, Ui 3 clerrmbrc 1903. 
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rJIAPlTHK I. 

I, ‘ I N r K a H K U K K V \ N T U 1 1 >: MAN N . 


I, I,' rftfiim (Irs fanrtiotis rantifiues . 

I /iuti*|;riUion a «it‘‘ di’liiuc lout (Tabord <MMnin<‘ ro|)(‘ratiou 
hnrr.Hi* <lr la dib'i valitui ; r'ost ropuniliun lauaucUiml (l<‘ rusoudrc 
Iv |if<»blrtiH‘ <b‘H bmrtiun> priiuiliA us : 

7*nnivt^r /es Jofirfitins e/tii ft^inirf fHtur deiiKHU* tin<^ 

< hi suit <jtM% or prulilriiH* rsl |>(»ssiblr, il r<‘s| (ruiu' infinilr cb* 
iiuiiHrrrH, rt qiir tcuit(*s Irs ftUMhiuus priiuilivc’s Kur) (Tuih* nuhno 
foiMiiou /\*t) uf* (liflrnuH (|ur |mr iin<‘ (*{»nslimt<r a<l<lillv<*. ( 1(‘ qu’on 
sr |»rnjH»H<% r'r**t dr trouvrr Tunr (|urlruu(jU(' d(‘.s funtuiuus K(.r). 

\ r<‘|HH[iir ou Ir pr(d)lruir firs fojM’tions |>riudtiv<*s ful po.s<^ 
la foruHM|uc‘ jdndi(|ur, (*b*st»iHdir(‘ a rr|>ocm(‘ dr Nrvvtou (*l 
dr ladlmit/., Ir iihiI foriclion u\ail un sons a.SH(»5r, inal (bdlni. On 
it|qirbiit iiiuni, Ir plus scuivnU, tUHM|uantil(\p lir<i a la variable x 
par liur iHpiaUcHi ou iiih*rv(‘iudl un ri'rlaia uouduM* (b^s syinbob\H 
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CHAPITRi: 1. 


d’ O pera dons que Ton avait rhabitude de considerer. Les priiici- 
pales de ces operadons etaieiit : les operadons arithniedques (addi- 
don, souslraction, nmldplicadon, division, extracdoii de racines), 
les operadons trigonometriques (avec les signes sin, cos, tang, 
ai'c sin, arc cos, arc tang), les operations logarithmiques et expo- 
nen delies (avec les signes log, a^). 

Pour un grand nombre de fonctions expriinees de cette maniere 
on avait pu exprijner, de la meine maniere, les fonctions primi- 
tives, de sorte qu’il apparaissait coinme certain que toute foncdoii 
adiiiet une foncdon primitive. D’ailleurs on pouvait rdpondre a 
qui douLait de cette proposition. 

Soil {Jig. i) la courbe F, y=if(x)^ representant la foncdon 



donnec /*(,r) ; les axes soiit rectangulaires. Stqjposons [)our sim- 
plifier /'(.r) positive; soientaA, bB deux paralleles a Faxe des y, 
d’abscisses a et x. Ces deux ))arall('des. Fare AB de F, le segr- 
inent ab de 0.r, limitent un domaine d’alre S (//;). En evaluanl 
Faccroissement bBCxC de cette aire, on voit que f {x) est la 
derivee de S{x) (M. 

Reinarquons que dans les considerations precedentes le mol 
foncdon a deja regu une extension considerable. La relation entre 
S(.r) et X est en elFet une relation g^ometrique et non plus une 


(^) Pour la dernonsLraLion et pour le cas ou f{oc) o’est pas Loujours positive 
voir Goursat, Cours d' Analyse mathematiq ue, L. I, Chap. IV, ou Humbert, 
Coui'S d' Analyse prof esse d VEcole Poly technique, t. I. 9“ Parti e, Chap. III. 
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relation algebrique-trigonometrique-logarithmique. De telles rela- 
tions etaient encore considerees comine definissant des fonctions; 
seuleinent, on distinguait soigneuseinent entire les figures geome- 
triques defiiiies a Faide de lois exprimables par des egalites geo- 
metriques et les figures qui n’etaient pas definies ainsi. Les 
courbes y = premiere espece ou courbes geome- 

triques dc^liiiissaient des fonctions f{x)\ les courbes de la seconde 
espece ou courbes arbitraires ne definissaient pas de vraies fonc- 
tions. Lorsqu’on emplojait le mol fonctio it pour ces deux especes 
de correspondance entre y et on distinguait les premiei'es en les 
appelant fonctions continues (^). 

11 y avait aussi une cat^gorie intermediaire de fonctions, celles 
qui Etaient reprdsentees a Faide de plusieui's arcs de courbes g^o- 
m^triques; on les consid^rait plus volontiers comme forinees de 
parties de fonctions. 

Les fonctions continues Etaient les vraies fonctions. On donnait 
ainsi au mol fonctio a un sens assez restreint parce qu’on croyait 
que toute fonction continue, definle geometriquement ou non, 
etait susceptible d’une definition analytique, de la nature de celles 
dont il a 6l6 parl(^ precedemment, et qu’on croyait cela impossible 
pour les fonctions non continues. 

Mais Fourier montra que les series trigonometriques, qui pou- 
vaient etre employees dans des cas dtendus a la representation des 
fonctions continues, pouvaient servir aussi a la representation de 
fonctions non continues formees de parties de fonctions. En parti- 
culier une fonction nulle de o a tc, egale a i de tu a 271 , admet un 
developpement trigonometrique convergent. Le seul critere, per- 
mettant de distinguer les vraies fonctions desfausses, disparaissait. 
11 fallait, ou bien dtendre le sens du mot fonction^ ou bien res- 
treindre la categoric des expressions algebriques, trigonome- 
triques, exponentielles qui pouvaient servir a definir des fonc- 
tions. 

Cauchy remarqua que les difficultes qui resultent des recherches 
de Fourier se pr^sentent rneme lorsqu’on ne se sert que d’expres- 
sions tres simples, c’est-a-dire cjue, suivant le proc^d6 employ^ 
pour donner une fonction, elle apparait comme continue ou 


(q Cette continuity est connue sous le nom de continuite eulerienne. 
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non. Cauchy cite, conime exemplcf la fonction egale a -ha: pour 
a: positif, a — a: pour a: negatif. Cette foiiclion ii’est pas continue, 
die est forniee de parties des deux fonctions continues -f-^ et — a : ; 
die af)para]t au contraire coniine continue quand on la note -h \^x-. 

Pour conserver aux mots fonction continue leur sens jirlinitif, 
il aurait done fallu ne considerer que des expressions analytiques 
tres particulieres (^); Cauchy prefera modifier considerahlenient 
les definitions. 

Pour Cauchy y est fonction de x quand^ a cJiacun des etats 
de grandeur de correspond iin etat de grandeur parfaite- 
nient determine de y, 

Cette definition parait la menie que celle donnee plus tard par 
Riemann, mais en r^alite les correspondances que Cauchy consi- 
dere sont encore celles qu’on peut etahlir a I’aide d’expressions 
analytiques, car, apres avoir ddfini les fonctions, Cauchy ajoute ; 
les fonctions sont dites explicites si I’equation qui lie x a y est 
r^solue en j'', et implicites si cela n’a pas lieu. Lc fait que les cor- 
respondances sont etablies a Paidc d’expressions analytiques n’in- 
tervient jamais dans les raisonnements de Cauchy, de sorte quo les 
proprietes obtenues par Cauchy s’appliquent imniediatenient ainsi 
'que leurs demonstrations aux fonctions satisfaisant a la dclinitiou 
de Riemann (-). 

Pour Cauchy u/ie fo7iction f{x) est continue pour la valetu^ Xo 
si, quel que soit le nornbre positif on peut trouver un nonibre 


h) C’cst cc que fait M. M(5ray qui doime au mol fonction un sens Lrcs voisin 
de celui qu’on donnait autrefois aux mots fonction continue. M. Meray ddlinil 
les fonctions par les siSries dc Taylor et le prolongement analytiquo; lorsqu’on 
adopte les definitions de M. M6ray, Texistence des fonctions primitives resulic 
iaiuiediatenieiiL des proprietes des series entiercs, 

Mais, si Ton applique les definitions de M. Meray aux fonctions dc la varial)Ic 
complexe, on se trouve conduit necessaircnicnt, comme me Ta fait rcniarquer 
M. Borel, a considerer des fonctions discontinues d’une variable reellc. Par 
exempie, lorsqu’une seric de Taylor csL coavergenie sur sou cercle de conver- 
gence, ses valeurs, sur ce cercle, peuvent deiinir deux fonctions rcelles discon- 
tinues de I’argument. 

(2) Je ne veux pas dire que la definition de Cauchy suit inoins generale quo 
celle de Riemann; on ne,counait actuellement aucune fonction riemannienne qui 
idadmcLte pas de representation analytique. Seuiement, s’il existe des fonctions 
qui satisfont a la definition de Riemann, sans satisfaire k celle de Cauchy, dies 
ne seront pas exclues des raisonnements. 
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maximum de tend vers zero d’une maniere quel- 

conqiie (^). • 

Le nombre S(X) ainsi obteiiu s’appelle V integrate dejinie de 
la fonclion fi^x) dans rintervalle (a, X). Depuis Fourier, on le 

represente par la notation / f{x)dx, 

^ a 

Ce sjmbole n’a jusqii’a present de sens que dans les intervalles 
positifs (a, X), (X^«); par definition, on pose 


f f{x)clx-{~ f f{x)cla:=:o. 

11 est evident que Ton a, quels que soient 6, c, 

pV 

/ ^ 

* ’a 

Remarqiions encore que si L et / soiit les limites siqx^rieure et 

infeieure de /(^) dans (a, 6), / f{x)dx est comprise enlrc 

L(6 — a) et l{b — a). La fonction continue f{x) prenant toutes 
les valeurs entre I et 1j, y compris les valeurs I et L, on pent 


^b 

j f{x)dx=^{b — a)f{^\ 


^ elant comj)ris entre a el b (^), c’est le tlieoremc des accroissc- 
ments finis. 

Le nombre S(X) 6tant maintenant defini d’une maniere precise, 
on d^montre Fexistence de la fonction primitive de f{x) sans dif- 
ficultd. En efl'et, on a 

S(a.o+/0-_S. ( . ^) ^ i dx =/(«.„+ 0/0, 


x) dx z=zf(Xo-^ 0/i), 


dgalit^ qui demontre que la fonction S(^‘) est continue et a pour 
d^'ivee 


(^) Voir, par exemple, les deux Ouvrages cit6s page 2 ou le Tome I du Tvaitd 
Analyse de M. Picard. 

(2) Cette de^monstration n’cxclut pas les 6galiL(is ^ \z=z b. Dans certains 
cas il est bon dc pr^voir qu’on pent cboisir \ dilTdrcnt do a et la di^monstra- 
tion est immediate. 
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inti’| 4 ra!nH flnliiui's, ( a*s inh‘’|4rali*s didinins, ipii soul d(‘S limiters d(* 
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taildis ipir la \alnnr ahsoltn^ di* nns U*nn(‘S ttnid vnrs /ah’o, s(‘ rtui™' 
nonlrnnt dans nn grand innnhrtMh* (pn‘stions d'Analysig d(‘ (Inn- 
tiiidrin li jIo !\li‘(’anl(pin f Ponr h* lailnnl d(‘ ('nrlaiin^s d(‘ (‘(\s 

C^l r,rlw fir *?riati jilus \ i iu s{ Toji ii'i»n’<nhn>uit |»i»s la cMinHtant« K duns la 
drlinilaoi dr' I'liilrKJ'alr indidiiiH', 

M l I»*a}»|dit'aU»a» l*i |dus Hnajdit «ln la notiim d’iutrftralc lu (juudratuiv dcs 
dtatiatiiri jdtia^. V rau’-^r di* rrllc a|>|dinali<m, <mi a fait Houvtan rtajamler iu 
imliiii} d'lalr^ial*^ ilrliiur a Andniiinilr cl a la »|uatlraturi‘ tie Iu |mral>tde. H est 
vr*it tfiir liraitr«»ii|» dr tiuatlraluiTn <»nt tHr flliTlurcH uvaul I’iiitrtHlur.litm du 
4*alral iiitrKral, taais jr% gidniirliTs idattarliaicut autniin; iiiiportainte parti tad it* re 
MUX dfttiiatfirs lam sprtdaax tltail il faut ralrulcr les uiren ptair avoir dcs ialc- 
gralrs drihnrt, l/naptfiiaarr tir rrs dtiiijaiiics nVst apparue qii'afires rinlrtHliif- 
titiii dr la a*»la»it tlr drt'Hrr. 
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Hmites de sommes, par exemple pour la definition et lo calciil de 
faire comprise entre line courbe et son asymptote, fintegration 
des fonctions continues ne siiffisait plus; on a ete ainsi conduit a 
s’occuper de rintegration des fonctions cjiii sont infinies en cer- 
tains points ou au voisinage de certains points. D’autre part, pour 
certaines applications des integrales definies, par exemple pour le 
calcul des coefficients de la serie trigonometriqiie representant 
Line fonction donnee, il semblait y avoir avantage a deflnir rinle- 
grale cfiine fonction cpii, tout en restant finie, est discontinue en 
certains points. Aussi, des Pintroduction de la notion d’integrale 
definie, a-t-on etendu cette notion a certaines fonctions discon- 
tinues. 

On a ete conduit a la definition qui sera donnee plus loin en 
posant en principe I’identite, constatee dans le cas des fonctions 
continues, de Pintegrale indefinie et de la fonction primitive. 


Considerons la fonction f{x) cjui, pour x est 
Les seules fonctions continues qui admettent, sauf 


%alc a —• 
v/,r 

pour X = o, 


line derivee egale k f(^x) sont < 


on a dit que F(x*) = K -j- 


etait Pintegrale indelinie de /’(.z:), 


etla formule (i) donnait Pintegrale definie de/(.r) dans un intcr- 
valle quelconcjue (a, |3). 

Soit encore la fonction f{x) (consideree par Fourier) egale 
a — I pour X negatif, a -|- i pour x positif (' ). Les seules foiu'.- 
tions continues qui admettent f{x) pour derivee, sauf pour la 
valeur singuliere ^ = o, sont les fonctions (considerees par Can- 
cliy) K + si Ton considere ces fonctions comme des inte- 

grales indefinies, on en deduit la valeur de Pintegrale definie 
de f{x) dans tout intervalle (-). 


(‘) CeUe tbnction, non deiinie pour :zr ™ o, admcL, comme on suit, un develop- 


pement trigonomeirique; on peuL aussi la noter 



(‘■^) II est bon d’ajouter que les integrales dednies, que I'on pent ainsi attaeher 
aux deux especes de fonctions discontinues que Ton vient de considerer, per- 
mettent crexprirner les coefficients du developpement trigonometrique des fonc- 
tions il I’aide des forniules d'Euler et de Fourier qui servent dans le cas des 
fonctions continues. 


I f\Tli*HVM: WWT UriiMVNN. 


<) 

Caiivln vniinvi‘ irijiii* Hhiturrc' hvs la nil iou donl on 

\M iit dr \«»irdrii\ a|»nli< at iojis, l^anv \n\, sf UNf fonctio/t /\,r )<*st 
ro/iZ/'/HO’ UN tiiirrvNfir itt, /m, sattf (t/l [Uiitit <\ f/ff 

fiiitpn'i fi .r i rsf htN'Nrv au fUUt ( ’ >, o// juNd tlvjiniv 
i'i fiiri:rtfir Jr r ^ #7#///v i tt, /# i si /o.v dfi/.r i n (r^ra h'H 

. . A 

I i* f ’ «/#• «‘i I /’( I (Ir 

i.'NfIrNi ro/ ^ i/o% iinuirs tU'it^rfni t/utuit/ h ttud rers z<hu) ; 

oil Ki par •’/#’/# 

fij'td.r i I J\.r\tlv ( ‘ 

« I t // 

>i ilaa^ tft, in il r^i^h* plunirui’H |HiiiilH <li* <liS(’oiilinuih*‘, <ui 
itit in on il intf’r\allos |}arti(*ls jHMir i|Ui‘, dans 

« liariiu <rrm. il jitn*. (Itdiin sinil |H)int sii|oidi«*r; nn 

.i|»p!jijii*’ a I loMjHo tiifia \allo la ilidiidlinii |n’r('dd<nH(% si cada (*sl 
pMHsdtl*' ; «Hi fail la ilos noinhrt's ain^i (d)lcmis. 

f . * -4 a I drlinilnniH nm* ho raUaidn’iit h's orilori's i*oumis 

irlalifH a ! r\i%|oin »• df h d<'H jdiirhoiis infiidi's atUour 

d'lui |»«oiil , 

iNnir d**^ i rrlirii 1 »i'h a la lb«‘‘orio <Ioh lonotions ct i‘U 

l*at lirnin r |hiiii I i ltnl»' drn Hi rion lri| 4 nnomrtriijUi*s, I a‘ji*un<*- 1 )iri 
* h!i I it I tinnlii lit notion d ah’. I.oh rooln'rchi’^ ito la*j(*tinO' 

1 N nr Idol , ijii il a% ait annofiria'H Ini imdttr, idont jamais <di** |nddI<’t*H; 
man, d ainr*^ lapHi ltii/, on poiH ton i-rHiunor romntr il stdi. 

Noil nno fontiioii ft m jlrltnir tlain tin iatf‘r\allo fttii ia, /n, 
dam liajind il latil rinli’gi'or soil r rrmomldr <li*s poinlH d(* 

* i 4ir l*% iM’ *>« |.o «•* » a|‘* jui's »ir I 4 \alrtij «{r t.i lort<Unn» jKitij' .r r, 

*r |»uiM l»M, *a n. #' -5 frii»i im aiir valnir tlrirrmiiMT i|iian(i a' U’lid 
lrl■“i *, r*- !r Walsall- liaolr r%i /' 1 r j , -i'll fi’ni |i*i- auiHi,/(ri r*.! ru»e‘ (iUt'l- 
I rnj.jtir jir»i r»an|io'^r-» maJir la |»ltn (ifltt** rt {a |i1uh yraiaic* <1 <*h hiuilrs 

*1*' ft ,i's, *|iirl«|sirH nrij|Miir’». t*. liu IImH'- U r) tiJMitil a r«*|naH vvs • 

1 3»aM, 

• I if|»r aiiT-o *lii * an «»ii Ir *»rraiNl iiirnii»rr <|tT <’rUr t'fijalita? aurait 

liii *^rir», »|«r ir-'i »lris\ Hnr|,;i'alr^ «j«}i > liMatTiit airat drn litinit’H, liaiis re 

*4»t, *1 a|i|»r iir rr ■'ir'r»#iii| inriiiiar la it tiitUtf jut UH tfHiit* tiv 1 ttih'^t'itfv j f ( A' ) ttj', 

* rl 
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GHAPITRE I. 

discontinuite de f{x). Si e ne contieiit qu’iin nombre fini de 
points, nous appliquons les dtfinitions de Cauchy. 

D’apres Lipschitz, le cas qu’^tudie Dirichlet est celui oii le 
derive de e ne contient qu’un nombre fini de points, comme 

cela se prdsente, par exemple, pour la fonction — ou ne cou- 
sin — 

.r 

tient que jt? =: o. 

Les points de e' divisent alors (a, i) en an nombre fini d’inter- 
valles paniels, soil (a, (3) I’un d’eux. Dans (a + A, |3 — /c), il n’y 
a qii im nombre fini de points de e. Si dans cet intervalle les 
definitions de Cauchy ne s’appliquent pas, on dira que k fonction 

n’a pas d’integrale dans (a, b). Si au contraire elles s’appliquent, 

^ 

on considere I’integrale / f(x) dx et Ton fait tendre simulta- 

ii^ment h et k vers zero suivant des lois quelconcfues. Si Foil 
n’obtient pas une limite determinee, /(a?) n’a pas d’integrale 
dans (a, b)-, si au contraire on a une limite detei'ininde, on pose 

/ f{x)da-= Inn / f(x)dx. 

/.= 0 , A -=0 

L integrale dans (a, b) est, par definition, la somme des intc- 
grales dans les intervalles (a, fj). 

On volt que la definition de Dirichlet repose sur les memes 
principes que celle de Cauchy; la definition generale qui decoule 
de ces principes pent s’enoncer ainsi : 

Une fonction /{x) a une integrale dans un intervalle 
fini {a, b) s’il existe dans (a, b) une fonction continue F(ai), 
et une seule a. une constante additive pres, telle que I’on ait 


(i) / F(|3) — F(a), 

dans tout inters alle ou f{oc) est continue. F (, 3 ?) est V integrate 
indejlnie de f{x)et Von a 

f f{x)dx — Y {b) — 

a 

1 our que cette definition s’applique, il faut d’aboi'd qu’il existe 


l/lNTKt.UVl.l-; .WANT lUMMANN. , , 

UIH* lunrliou (•nnliinu‘ v<‘ri(ijnH la fornmh* ( i). ('.(‘(‘i r(‘vi(‘nl, 

(Ians 1<’N (lru\ (‘as ir‘ail<’s par (auK'hy cl I )iri(‘lil<!l, a suj)p<)S(‘r 
I'cxislaMH'c lies liinil(‘s (|ui onl sci'vi dans la drliniliou. Nous sup- 
p(>s(*ri>us (•(•({(* ('(Midltioii r(‘u»plit* cl nous allons <‘lj(‘n*lH‘r (a)inin(‘nl 
d<H\ cut rh’c distrilMi(*s l(‘s points sin^idi<‘!‘s d(‘ f { ./•) pour <pi(‘ (a‘H(‘ 
loiMiion ait uu«‘ iiit(‘^ral«*. \u point do vio* (pii nous o(‘(‘np(^, l(‘s 
points sini^nlicrs d(‘ /’(./•) soul (‘(‘itv (pii nc soul inl(‘i'i(Mirs a ainniii 
intorvalh* dans l(‘{pn*l /’( ./ ) nst (‘onlinn<‘; <'(‘ sont dou(‘ 1(‘S points 
do t* (i (’ouA do i'\ (*o.s points lornicnl nn (‘ns(‘inhl(‘ <pH‘ nous drsi- 
^norons pai' IL 'lout point liinitt* d(‘ points do 1% par sa d(‘linition 
nionn\ ost anssi p(nnt d(‘ M; li (‘ontient doin' tons s(‘s points 
liinit(‘s. C'ost nn d<‘s (‘iiscunhlos (pn* M. Jordan appi'lh^ pavfitiia (‘1 
M. Ilorol ptit'J (ti(s ; nous appoll(*rons nn l(‘l (‘us(‘nil)l<‘ 

un /rrmr. 

iNinr ipu' la rorniuh* { t) d(*liniss(* (*nli<*r(*nH‘nl il Taut (pn‘, 

dans itnit intcr\all(\ il on (‘xistc* un autn* on J\j') (*sl ('.onliuin'. 
1/onsoinldo 1‘! doit doin' <Mro t(‘l ipn*, dans tout inlor\all(% s'(‘n 
tron\o un autta* ipu in* oontiinun* pas (h* points <lo lx; ('\‘sl <u‘ <pi<‘ 
Ton «*\prinn* on disant ipio E doit (Mr<* non d<*ns<‘ dans tout inU'r- 
Aall(‘ i * I. 

(a'tto propriido dt* M n'ost uulhnrn'ul sunisanli*; pouronoina*!* la 
pr*»pri(*t(’ n«‘*oossairo ot sul’lisantt* <pio doit \(‘i*i(i(*r 1C, il Taut aNoir 
an A propri(’*l(*s dos (‘nH<‘uil»los d(U‘i\<*.s, 

I/onsoinl>lo fornn* IC a d<‘s d('ri\ os suoot'ssir.s 1*7, 1C", 1*7“, on 

sail (pio, si Fim d«*s d<‘riA(*s ost nnl, 1C (‘st dit r<uUtctihl(% (Fcxsl nn 
onsoinido dinnunhrahh* ; sinon run d<*s d(’riN(*s (‘st parfail, 1C <*l 
nnis SOS d(’ri\7*H out la pnissain*!* du (‘ontinu ( 

i\v soul (*os propri<’*tos tpii \onl nous s(*r\ir. Supposons ipFil 
o\istr uin* fonolion l*‘(.r} satisfaisanl a I'of^alitt* (i) dans Ions Itrs 


1^) P. <fa UryiiiiMiit, auqat’i rst «lur la <ltsl iiuUiou (t«*h deux tdusst'H remar 

tjtoitlrs dVijsrmbles, i|im‘ mms *’ftHVtnhU\s denies dans tnul inlervalle 

d'aiH* jsni rt (Uttuvffddr^i rm/f dt*fisvs dans n»nt inlervalle <Paulr(‘ pari, ap{H‘lh‘ Icjs 
|Ke»iiM'i H 3 I ptifttitchiipit'H «»u pfUilar/iirs et 1 »‘m serond.s .siy.stcrmus: ttpan- 

on lipituiftchit^H, t^eHi aiissi itu ia>is Uf'\ luoad (pii a donne le [iroei'dt' 
de tormaliiMi drs riisemldi's fermes el de^ apaiiluebieH, pnuunle (pii 
rniisistr a entinrr d'un inti’rvalh* dc?s iiit(*r\alles «mi nniubre iini ou denouibrahle 
rouAcjialdeiiir at rliotsis, Vu stijet des (m.seiiddeH fermes el des easemlilcH non 
druses, vuff lloiuj,, LtntttM a///' /o theuriv den functwnut Uhapiln; III. 

(■') loir la lAoie |dae(d’ a la lin du Viduiue. 
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iiitervalles oii f{oo) est continue et recherchons si F(;r) est bien 
deterininee ; lorsqu’il en sera ainsi, regalite (i) servira de defini- 
tion a I’integrale. 

Nous nous appuierons sur cette remarque evidente : si I’inte- 
grale / /(.^) qiii figure au premier inembre de (i), a un sens 

JoL 

dans tons les intervalles qui ne contieniient aucun des points 
.rij ,2^0, Xn^ en nombre fini, les diff^rentes fonctions conti- 
nues F(x) satisfaisant toujours a I’egalite (i) ne peuvent difl'drer 
que par une cons tan te. 

Si E ne contient qu’iin nombre fini de points, F(.r) est done 
bien determinee, d’oii la definition de Cauchy. 

Le premier membre de (i) a inaintenant un sens dans tout 
Intervalle ne contenant pas do points de E'; done, si ii’a c[Li’un 
nombre fini de points, F(a^*) est bien delermindc, d’oii la delinition 
de Dirichlet-Lipschitz. 

On passe de la au cas oil E", E'^^, ..., E^^ ne contient qu’un 
nombre fini de points. 

Dans tout intervalle oii E^^ n’a (las do points, F (x) est done 
bien determinee (') et, par suite, le premier inemlire de (i) a un 
sens dans un tel intervalle; de la on condut ([ue F(.2-*) est bien 
determinee quand E'‘^ n’a qu’un nombre fini de points. On passe 
ensLiite au cas oii E^"*'*, . . . n’a qu’un nombre fini de jioinLs; 

puis ail cas oii e’est E-'*' qui jouit de cette propriete, et ainsi de 
suite. 

Nous voyons ainsi qiic, si E est rediictible, F(./') est bien deter- 
minee, de sorte ([iie notre definition s’appli([ue ; il exisLe alors une 
integrale que Ton obtient par I’apjdicatlon repete(^ de la metliode 
de Gaucliy-Dirlciilet. 

Pour avoir des exemples de ronctions aux([ueUes s’appli([ue cette 
methode, il suffit de prendre un ensemble rediictible E, de ranger 
ses points en suite siinplement infinic, Xi^ . . ., et de former la 
serie 

j { X ) s i I) — — — _j— _ ^ I — " -■■■ . , , — — sill — — - — -l~- ... ( ^ . 

X—X'i 2 X — Xi 'xP X — Xp^x 


(‘) Car, dans uu Lei iiiLervalle, I’ua des n’a qu’un nombre lini de points. 
(-) D’apr^s les proprietes des series uuiformeineiit convergeuLes, /( a?) a lous 
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SuppoNuiLs niaiiit(‘naiu (\iw r<‘iiscnihl(‘ \<] dos poiiiis sinouIi<.,.s 
( 1 (* /( ./• ) h(* soh pa^ r<‘(lu(ii hlr. Nous allons soir (pn^ s’il (*\isl<‘ 
mu* (uiu'liuu !'(./■) salisfaisanl a la cuiulilion (i) dans lonl inU*!'- 
\all<‘ uu /*(./') <*nI (‘unliniir, il <*ii <‘xisl<‘ niu* iidiuiu*. 

Soil 1 '.^ rf*lui d(*s d('T!\<‘.s d<‘ \i (pii <‘sl parfail; s’ohlicnl on 
<*rd<‘\ant dr 1 intrt*\ allr rousidtuM* {n^h) l(*s poinis ifi (('*ri(U(f’S a d<^s 

in(<*rvallt‘s o,, o.j (|ui forinrnl mu* siiilu d('iu>inl)i‘al)l(* si I*', (‘sl. 

non di‘nsc dans lonl inlrr\all<‘, <•<* (pii <*sl !<* scid <‘as (pii nous 
inl<n’<‘ssc‘ I 

Uidiinssons mu* ionclion par la <‘oiulilion d’uii'o nullo 

<'^ul(* a i pour ./’ h, Imi tons l(*s jjoinis d(^ o^, 

i poinis (h* 0 ^, !' sl Og (‘Sl (•nlr(w/ 


<*t Oj : rt ) .. si 02 (“'t (*nlr(‘ 0, <*l h. D’mu^ la<;oiii j^inu'u’ahn 

a\ant attriinu* a dans 0,, o^, l(*s vahnii's 

Ai. on anriluu* a *;>(./■), dans o,,, la vahuir {ci 

‘ 7. 

j (dant l(*s indii'cs d(*s d(‘ux inlrrvalh's 0,, O;., 0 ,^ , (pii (‘oin- 

pr(*niu’nt o,#. 

d'oul poinl dc csi liiuili* dr points d(* (‘(‘riains inl(*rvall(*s o,/ ; 
il (’sl liudlc d(* \oir (pu* si dcs points d(* 0^^, . . . l(*iul(nil V(‘rs 

Aat^, ... t(‘ud(*nt \(*rs juu* liinitc d(*l(‘rinin(‘(^ ; on pr(‘nd (‘.(‘lie 
liiniti* pour N alrnr d(* ’-> { ,/ ), ( ./• ) (‘sl ainsi parloni d(*t(‘rinin('(‘, (d(tsi 

luu* fonrlion continnr non (•onstant(* dans (</, A) <*1, (‘(•p(‘ndant , 
ronstanlt* dans tout inl(*r’vidl(* lu* conli'nanl pas d<‘ |>oinLs d(* M. 
1 h* sol’ll* ipn*, s'il cxistc uiu* loiu’limi I'd ./* ) salisraisanl a ['('‘^alili'* ( 1 }, 
dans tout intrrvalli* on il n'v a pas dc |)oinls < Iv K, K^.O I 
satisfait aiissi a cclic condition. 

Maintcnant, si Ton rcinanpu* (pu* 1 C (*t c soul r(‘du('lil>l(\s (tu 
nudnc temps t - n on \oii ipir, /four que la dr/inilion adoplrv 


}»'»» ImoiUh lie K fHHir }Muuils »li’ «iisi!i>i»tn»uil«‘. ,(>ii vt'i ra liu’ilcim’jil «(Ut; hi .st’a’ii* 
|ii ri e»han e *'st nite^i iihle leniM’ a leraie. 

|%Hir «h*s rseiufilr’^ <i Va*<.riahi«*** redtu’tihles, lutir l»i Nett*. 

I‘l (;.tr H» t', vhI ileasi! ilaas ua iiitrrvallr, t^sL cc’rluiiHMiu'nt imltUer- 

imiHT, 

I I II hull Ilira re{iian{a*'r <nir r (k*ui iUmiohiIumIjIc sans qiic K !<* soit, 

c r%{ al<»is lui tleaumbrable iioa iMsluctihle ; eVsi le cus dit rcasembli* 

»bi!i aiMiibres ralamtu’ls. 


f:|i4l*iTllK I. 


* i 

applique^ il faut el it snjtii que #/#\v 

discontinuite de la Jhnrihf^ a iaie;:eet J\ ) m-»ii n** 
qidilexiste une Jhaetioa etatlina*^ petiilant n 

irUermlles oil /(x) esl eunllnae. 


leiiais (tf; 
iaeiiidi* e\ 

I dfias /r’.'i 


CHAPITRE II. 

LA DEFINITION DE l’iNTEGRALE DONNJEE PAR RIEMAN.N. 


.1, — Proprietes relatives aux fonctions. 


.Les fonctions auxquelles s’appliquent les definitions prece- 
dentes peuvent avoir une infinite de points de discontinuite ; mais 
ces points sont encore exceptionnels, en ce sens qu’ils fornient un 
ensemble non dense. Dirichlet a rencontre incidemment la fonction 


^(57)= iim r liin ( cosm! 1, 

/At z=: 00 |_ /e = 00 J 

dont tons les points sont des points de discontinuite, puisqu’elle 
est nulle pour x irrationnel, dgale a i pour x rationnel. Les consi- 
derations de Cauchy et de Dirichlet ne s’appliquent done pas a 
toutes les fonctions au sens de Cauchy. Rieinann (^) a montre, sur 
im exemple, comment I’emploi des series permettait de construire 
des fonc tions dont les points de discontinuite forment un ensemble 
partout dense, fonctions auxquelles les definitions precedentes ne 
peuvent done s’appliquer. 

Soit {x) la difference entre x et I’entier le plus voisin; si x est 
egal a un entier plus on prend {x) = 0 . La fonction ainsi de- 

finie se nomine exces de x\ e’est une fonction au sens de Cauchy, 
car elle adinet un d<^veloppement de Fourier, procedant suivant les 
ligTies trig'onometriques des multiples de 2 tc^, qui est partout 
convergent. Consid^rons la fonction, au sens de Cauchy, 


/(^O 


(^) 

l2 


22 32 


(^) Sur la possibilite de repr6senter une fonction par une serie trigonome- 
Lrique. {Bulletin des Sciences rnathematiques, 1878 et CEuvres de JRiemanii.) 
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on voil immediatemeiit que si x ii’est pas de la forme 

2/j-i-i etant premiers entre eux) f[x) esL coiiliniie (\). An 
coiiLraire, si ./* esL de la forme indiquee, quand x tend eii croissant 

vers vers Line liuiite quo Ton note 


et qui esL 



quand x tend vers en decroissantj /\x) Lend vers 

•^1 'TTT' ^ '"j - j “ 7^^ ■ 


Dans tout intervalie, f{x) a des points de disconLinuile ; les 
considerations du Chapitre precedent ne sont pas a])plicables 
kf{x). 

En employant un precede analogue a celui de Riemanu, il etait 
possible de former de nombreux exemples de fonctions tres dis- 
continues. En utilisaiit la notion maintenant classique de serie uni- 
formement convergentej il est facile de donner un enonce j^eneral : 
une serie uniformement convergente de fonctions disc,ontinues f,i 
delinit une fonction /qui admet pour points de discontinuitc tons 
les points de discontinuite des fonctions pourvu quo cbacun d(i 
ces points ne soil point de discontinuite que pour une seule fonc- 
tion fn. Lorsqu’il n’en est pas ainsi, comme dans I’exeinple de 
Riemann, il faut rechercber si les diHcrentes discontinuites, que 
Ton rencontre pour la valeur considereCj ne se com))ensent pas de 
telle maniere que/soit continue. 

On a souvent Foccasion d^apjiliquer un precede analogue, <|uand , 
connaissant des fonctions / qui presentent une certaine singula- 
rite en des points isoles on vent consti'uire une fonction jire- 
sentant cette singularite dans tout intervalle. On essaie si Ton 
n’obtiendrait pas le resultat desire en prenant une serie unifoi'- 


(*) On s’appuiera sur la convergence uniforme de la serie f{x). 
{') Cette notation est due k Dirichlet. 
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mement convergente de fonctions telles que les A/^ correspon- 
dants forment un ensemble partout dense. C’est cette metliode de 
construction qui a regu le nom de principe de condensation des 
singular ites ( ‘ ). 

Les exemples de Riemann montrent que les fonctions, auxquelles 
les procedes de definition examinds dans le Chapitre pi'ecedent ne 
peuvent s’appliquer, ne forment pas une classe tres particuliere 
dans Fensemble des fonctions an sens de Cauchy. Et comine la 
restriction (-) que nous avons iinposee, avec Cauchy, aux fonc- 
tions /(^), savoir que la relation entre f{x) et x soit exprimable 
analytiquement, n’est jamais intervenue dans nos raisonnements, 
elle n’a simplifid ni les enoncds, ni les solutions des problemes que 
nous nous sommes proposds. II n’y a done aucun inconvdnient a 
dire, avec Riemann : y est fonction de x si, d chaque valeur 
de correspond une valeur de y bien determinee, quel que 
soit le procede qui permet d'etablir cette corresporidance . C’est 
cette definition que nous adopterons maintenant; seulement, au 
lieu de supposer toujours que x pent dtre pris quelconque dans 
un intervalle (a, i), nous supposerons quelquefois que x doit dtre 
pris dans un certain ensemble E pour les points duquel la fonc- 
tion y sera ainsi ddfinie, sans Fetre pour tons les points d’un 


intervalle. Par exemple, la fonction 



est definie pour Fen- 


semble des inverses des entiers positifs. 

Avant d’entreprendre Fdtude de Fintegration des fonctions au 
sens de Riemann je vais donner celles de leurs propridtes qui 
nous seront utiles dans la suite. 

Si Fon sait qu’une fonction reste toujours comprise entre deux 
nombres finis A et B, on dit qu’elle est bornde (^). C’est a Fdtude 


(^) Cette denomination est due k Hankel. Hankel avail cru pouvoir fa ire des 
raisonnements g^n^raux au sujeL de ceite rnethode, mais ce qu’il y a d’exact 
dans ses raisonnements se reduit k des applications immediates des proprietes 
eonnues des series uniform^ment convergentes. 

(^) J’ai d6ja dit (note 2 , p. 4) cfue cette restriction est peut-6Lre illusoire. 

(•"q II est bien entendu qu’une fonction non bornde peut ^tre cependant toujours 
finie; c’est le cas de la fonction /(a?) telle que 

f{o) = o, = ^ pour 


L. 
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des fonctions boniees que Ton s’est le plus souveiit limitd (^). 
Lorsqii’ime fonction estbornde, elle admet ime limite superieure L 
et line llmiLe inferieure L\ ces nombres sont definis, onle sail, par 
la condition que (/, L) soitle plus petit intervalle contenant toutes 
les valours de f{x). lo == L — I est dit V oscillation de f{oc). 

Soil A un point limite de Fensemble E dans lequel f{x) est 
definie (-). Soil 6^ un intervalle contenant A; dans cet intervalle il 
existe des points de E; ils forment un ensemble . La fonc- 
lion /(x) definie sur admet des limites supdrieure et infe- 
rieure, L^, /i, une oscillation . Soil So un intervalle contenant A 
et compris dans o^, il lui correspond les nombres Lo, 4, ^ 2 ; 
Foil a evidemment 

“ ^2 = F2 = ^ 1 ) ^-'2 — I2 ” ^2 = • 

Si nous considdrons des intervalles S^ , So, Sj, ... contenant 
tons A et compris les ims dans les autres, nous avons une suite de 
limites supdrieures et inferieures vdrifiant les indgalitds 

Les li d’une part, les L^* d’autre part, tendent done vers deux 
limites I et L L) et les tendent vers 

to = L — 1. 

Nous allons voir que les nombres ainsi obtenus, L, /, to, sont 
aussi les limites des nombres L^., to - correspondant a des inter- 
valles S' contenant A et dont les deux extrdmitds tendent vers A 
quand f augmente inddfiniment; en d’autres termes, ils sont indd- 
pendants du chpix des intervalles 5/ et Fon pent supposer ([ue ces 
intervalles ne sont pas contenus necessairement les uns dans les 
autres. En eifet, i etant choisi arbitrairement, si j est assez grand, 
Oj est contenu dans 3/, si k est assez grand, S/; est contenu dans 8^ 


(1) 0 a constate soiivent que des questions ires simples ti traiter lorsqu’on se 
limite aux fonctions born^es sont, au contraire, tres compliquees pour les fonc- 
tions les plus g^ndrales. Aussi j’ai indiqu<^ soigneusement clans la suite si les 
theoremes obtenus sont valables pour toutes les fonctions ou seiilement pour des 
fonctions bornte; tandis que, le plus souvent, on omet d’indiquer explicitement 
que les fonctions dont on s’occupe sont born^es. 

(2) A ne fait pas necessairement partie de E. 
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(lone on a 

ce qiii siiffit a demontrer la propriete. 

Les nombres L, to sont appeUh Le maximum ou Limite 
supej'ieiue, le mmimam ou timite infib'ieare et V oscillation 
de la fonction en A. A est iin point de eonlinuite ou de discon- 
tiniiite, suivant que to est mil ou positif, e’est-a-dire suivant que 
L et I sont egaux ou inegaiix. 

Si .ro est Fabscisse de A et si Fon convient de ne consid6rer 
(|ue les valeurs de x superieures a x^ (:r>-:ro), on obtient le 
maximum le minimum ma et Foscillation (o^/ a droite en A. 
Si o)^/ = o, e’est-a-dire si /(.ro q- o) existe et est tigale 

a Si M^/= md = la fonction /’(;/*) est dite continue d 

droite. On d^finit de meme les nombres to^r ( < ). 

Si ( 0 ,; et to,,r sont mils, c’est-a~dire si /(.ro-Ho) et — o) 
existent, la discon tinuite est dite de premiere espece, sinon elle 
est dite de seconde espece, 

Toutes ces definitions ponrraient etre donnees pour des fonc- 
tions non born(^*es; rien ne serait change, sauf que les nombres 
d^finis ne seraient plus micessairement finis. * 

Aux notions precedentes, on pent rattaclier la notion de Umite 
ddn determination qui nous sera soiivent utile; eette notion est 
due a P. dll Bois-Reymond. 

tin proc(id6 de calcul fournit, dans certaines conditions, un 
nombre determim^ cp ; dans (Fautres conditions, an contraire, il ne 
fournit plus un nombre determini^, mais, suivant la maniere dont 
on Fapplique, il fournit dillerents nombres qui forment un 
ensemble A. On pent alors, ou dire que le proc<^d(^ ne fournit 
plus aucun nombre, ou dire que le precede donne pour nombre cp 
Fun quelconque des nombres de A. Le nombre cp est ainsi consi- 
derd comme inddterraim^. Le plus petit intervalle qui contient 
tons les points de A, soit a son interieur, soit confondus avec ses 


(1) r.a (l^finiLion pr^c^dente esL celle des maximum, minimum, oscillation 
de /(a?) ^ droite de etant exclu. Ou considere aussi souvent les m6mes 

nombres, n’t^tant pas exclu; il faut aloi’s prendre les valeurs de x egales ou 
superieures k 

Sauf avis contraire, je me servirai loujours de la definition du texte. 
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extremites, a pour origine et pour exLreniites les limit es infe- 
rieure et superieure d’ indetermination du noinbre cp. Ces limites 
sont fmies ou infmies, elles ne font pas n^cessaireinent panic 
de A. 

Par exemple, on donne Pexpression 

o = lim 

‘ W CO 

OU 11 est entier. o est nul pour \ pour calculer cp dans ce 

cas on pent choisir arbitrairement une suite d’enticrs croissant 

, /Zo, . , . et prendre la limite de la suite correspondante. Si 
X n’est plus- compris entre — i et H- i , eii operant ainsi et eii 
choisissant convenablement les /?/, on aura encore une limite, 
inais cette limite d^pendra en g^m^ral du clioix des rii. Pour 
^ — 1 , Fenseinble A de ces limites contienl les deux sculs 

nombres — i et + 1 qui sont les limites d’indetermination. Pour 
X <i — I , Fensemble A ne contient que -f- oo et — oo qui sont les 
deux limites d’inddtermination. 

Pour X o est egal a i . Pour ./• >> i , o est 6g<x[ a -H oo. 

La notion des limites d’indetermination pcuL souvent etre 
remplacee par la notion plus simple de plus petite el de plus 
grande limite, notion que Pon doit a Cauchy. 

Supposons que le nombre cp soit d(§fini comme la limite pour 
L = d’un nombre A prendra toutes les valeurs possibles 

ou seulement cedes d’un certain ensemble dont X,, est un point 
limite ^I’exemple precc^dent se ramene a ce cas si Ton prend X ^ ? 

ou n est entier, et Xq = oj. La fonction 4'(X) n’est pas ddfinie pour 
nr Lq, mais nous savons o^eLle a pour X = Xo une limite in fe- 
rieure L et une limite superieure L (^); ces nombres, linis ou 
non, sont respectivement la plus petite et la plus grande des 
limites que Ton peut obtenir quand, dans A(X), on fait tcndre X 
vers Xq. I et L sont les deux limites d’indc^termination pr^cddem- 
ment defmies; mais, dans le cas qui nous occupe, ces nombres 
sont compris dans Fensemble A des valeurs limites, tandis que, 
dans le cas general, ils font seulement partie de A ou du derivd A/ 
de A. 


(^) Ces denominations sont celles qu'adopte M. J. Hadamard. 
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Mais il se pent aussi, et Ton en verra bientot des exemples, que 
la fonction A (X) ne soil phis une fonction bien detex'minee, mais 
soil une fonction a plusieiirs determinations . 

On dit que I’on a une telle fonction si, a chaque valeur de X, 
prise dans un certain ensemble on la fonction est definie, on fait 
correspondre an ensemble de nombres ; chacun de ces nombres 
est represente par la notation A(X). Ce qai a ete dit relativement 
aux limites superieure et Inf^rieure pour les fonctions a une 
seule determination, s ’applique sans aucun changement aux 
fonctions a determinations multiples. 4'(^) ^ done une limite 
inferieure I et une limite superieure L pour\ = \^^ c[ui sont, 
respectivement, la plus petite et la plus grande des limites que 
I’on pent atteindre en choisissant une suite de nombres X^- tendant 
vers Xq et en choisissant convenablement les nombres A(X/) cor- 
respondants. Ces deux nombres sont les limites dHndetermina- 
tion de la limite de A(X) quand X tend vers Xo (^). 

Revenons maintenant a I’etude des fonctions. 

11 y a une relation tres simple entre les oscillations relatives aux 
intervalles contenus dans (a, b) et les oscillations aux divers points 
de b). On pent I’exprimer ainsi : 

Si, en tons les points de (a, 6), d oscillation est au plus 
egale d co, dans tout intervalle interieur d (a, b) et de lon- 
gueur X, V oscillation est inferieure a to H- e des que X est assez 
petit ^ £ etant un nonibre positif quelconque. 

S’il en frtait autrement, on pourrait trouver des couples de 
[)oints Up^ hp^ tels que bp — ap tende vers zero et que I’on ait 

\fKbp)—f{^ap)\ >toH-£. 

L’ensemble des ap a, au moins, un point limite a. Si Ton prend 
une suite de valeurs ap tendant vers a, les bp tendent aussi vers a, 
done en a I’oscillation est au moins to + e. 11 y a la une contra- 
diction avec I’hypo these. 


(') Dll Bois-Reyniond dit simplemerit « les limites d’indi^Lerniination de 
pour = ». Gela Lieut k Tidee que se faisait du Bois-Reymond de la valeur 

d’line fonction en un point de discontinuiti^ (note i, p. g). 

Je crois qu’il vaiit mieux adopter le langagedu texte, plus conforme aux id^es 
modei’nes sur la determination des fonctions. 
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La propriete cst denioiitree. Dans le cas ou co ^ o, elle se rtiJuil 
k ce fait bien coiinii : une foiiction continue en tons les |)oinls d’lin 
intervalle esl continue dans cet inLervalle (^). 

La reciproque de eette propriete n’cst pas vraie. Soil une forio 
lion eg-ale a — i pour .x negatif, a -f- i pour .t posilif, niille pour 
a: mil. Son oscillation pour x = o est a et, cependant, si I’on 
emploie le point dc division la fonction a unc oscillation 

seulement dgale a i dans chacun des deux, intervallos obtenus. 

Nous aliens inaintenant definir roscillation inojenne d’une 
fonction bornde/(.^) delinie dans un intervalle lini (a, b). Parta- 
geons (^5 b) en intervalles partiels o<j So, . . o,/. Soit o/ I’oscilla- 
tion de f(:x) dans I’intervalle 3/, les extreinitds de 2/ dtant ou non 
consid^r(5es comme faisant partie de I’intervalle. Et formons la 
quantity 

^ 6i ^2 ^2 -+• . •• . -4- Ofi tx>fi 

Si est roscillation de f{x) dans (a, b). co^, co^j . . (•>,/ dtant au 
plus (^gaux a Q, A. est an plus dgale a Q. Si done nous divisonso/cn 
intervalles partiels , Sj, auxqiiels correspondent les 

oscillations , wj, . . on a 

/ ~pi 

En subdivisant les intervalles 5/ on reni|)lacc done A. [lar un 
nombre plus petit. 

Gonsiderons deux series de divisions de en intervalles 

partiels; aux divisions de la premiere s(5rie eorrespondeut les 

nombres A 27 ..., a celles dc la sceonde les noinbres oc|, ao, 

Nous supposons cjiie, pour chacune des deux series, le niaxiinuni 
de la longueur des intervalles employes dans la division tend 

vers z^ro avec j (-); dans ces conditions nous allons voir que 
les Ai et a/ ont une inline Hmite. 


(^) C’est eette proprieL<^ que Ton ^nonce : la conlinuitti cst uniforme. On 
exprime par li que la quantiteS *y\(6) peut 6tre ciioisie uniforriKhnent dams riiiter- 
valle consiclt5i’6, c’esl-^-dire independaiument de la variable x. 

(') Les points dc division employes dans la division ne sont pas ncce.ssai- 


•^.3 


tA lUs i/km i^caivuM noNNi’:!*; i»au uikmann. 

(luinpiirims \fA*t %j\ Irs inl(*rvall(^s (pu s^n'onl <laus la division Ay 
(pti d(HiiM‘ %j snnt d<‘ d(Mi\ (Sp<‘(‘rs : los uns, l(^s iiit<‘i‘vall(^s d, (‘.on- 
licniM’ul a li’tir intrriour d(*s points (1<» la division I)/ <pii donno A/; 
Irs autt'os, Ivs inlorv allrs d', sont (annpris dans <los int(‘rvall(‘s d(^ D/. 
l,a rontrihiition <los inlorvallos d au nuim'ral(‘nr d<; ay osl an phis 
// AyO, si fi Oht Ir lUMuhro d(‘s points <1(‘ diN ision <)(‘ I)/ (‘t Xy lo maxi- 
imiiu dr la lon^ucMir drs inlin’valhvs d<* Ay. la^s inUo'valh^s d’ font 
paiiir dr la di\ ision ohlrnur <‘n rrunissant h^s points d<^ divi- 
sion «lr Ih ot Ay. donr ils fournissinil au nuinrraUnir do ay mn^ 
<*outrihiition au plus r|»alr a — ^/)Ay, ou Ay ost le noiuhn* 

iiiiiilo|»ur a A rl rrlalif a A' . Mais. puisipir Ton sail (pui Ay t^sl au 
jdus rgal a Ao on <‘U dihluit 

K{ \ n\jil. 

'Tous Irs a/, a partir dhm ('rrtain iudi<'(‘, soul inhhdours a 
hi I • o): tIoiH* Irur plus ^rainli* liniil(‘ rst au plus A/ 4- e (it, 

ptiisipif' i rt f soul <pirl(MMi(pirs, la plus J‘raud(^ liiuiti^ d(‘ ay (\sl au 
plus r|;idr a la jitus prtitr <lrs Ao Him uNuupthdu* dNudian^i'r dans 
Iv raisounnUfUit A/ rt ay; dour, toulrs l(*s liiuilivs d(*s A/ rl d(\s ay 
soiit rgiilrs, A< triid \rrs uur liiuifr drlcu'uuinuu (aUlr liinil(‘ O) ost 
Vasri//(iiioft ntoyrnne //r Itt fonriion dans (a, h), 

II faut rruiarqurr rr «pir nous avauis ilriuoutrr : A^ tinid unilor- 
lurnifuit srrs lu ; r*r»»t~a din* <pir^ drs ipir tons Irs inlrrvall(‘S soul 
tidV*rif*urs a un rriiain notuhn* A. Ir uoiuhn* A in* ililfria* d(* co ipn* 
dhuir (pianlitr iufiu'irurr a i rhoisi a ravaur<*. 

II. ( \uulitit>nH ddn(ci*ralnU(iK 

l>H didiiiitions posrrn, j’arnn* a la driinition dr rinlrj»ral(i lidlt* 
4pir I’ll doniHU* Uiriuauu. 

Iliiuuiiun poi’lr son attrnliou sur Ir proiu^dr opdraloin^ (pn 
prrinrt, rlans Ir run drs lourtious routiuurs, d<* (ad(*u)(*r I intogi'ah* 
ii\t*r trilr approxiuiatiou ipir Ton M*ut, rl il si* <l<*inand<i dans (puds 

tr.mrnl faii|>to><'*^ ttaa** !♦» i I'- <’» triuUnm Icruuts, |)uur imssrr d'aiu; (iivisi<»n 

4 Itt ^tit vttiUi*, fill iir siiliiliv isf' |»as les iat<*rviiUm ilc cctu* division} on iuiir(|iu5 do 
ficiyvrayiik itiiri viillr^ niiai I’lirrujif’i' fir i’c*u\ j>rt!:<uklonia>fat omjdoycs. 
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cas ce precede, applique a des foiictions discontinues, domic iiii 
nombre determine. 

Soit line fonction bornee /(^*) definie dans un intervalle 
fmi (^, 6). Divisons (<2, b) en intervalles partiels 3 ,, 82, . .., 8,^ et 
choisissons arbitrairement, quel que soit un point Xi dans 8/ 011 
confondu avec I’une des extremites de 8/. Considerons la somme 

S = 0,/(rf.l) -h O 2 /(272) -f-. . .-f- OafiXn,). 

Auginentons constaminent le nombre des intervalles 8 etchoisis- 
sons-Ies de telle maniere que le maximum de leur longueur tende 
vers zero (^). Alors, si S tend vers une limite determinee, indc- 
pendante des intervalles et des points Xi choisis, Riemann dit que 
la fonction f{x) est integrable et a pour integrale, dans (a, 6), la 
limite de S. 

Lorsqiie S<, 80, ..., 8,/ sonl choisis, le nombre S n’est pas 
entierement d^termin^; ses limites inf^rieure et siip^rieure d’in- 
de termination sont : 

ou li et Li representent les limites inferieure et sup^rieuve 
de f{x) dans 8/. Posons \ji — li= o^/, alors 

S — S — EOitOi*. 

Pour que L tende vers une limite dc^termin^e, il faut d’abord 
que S — S tende vers zero; mais tend vers (b — a) to, ou 

til est Foscillation mojenne de /(.'^) ; done, pour que f{x) soit 
integrable, it faut qu^eUe soit a. oscillation moyenne nulle, 

Cette condition est suffisante. Pour le d^montrer, il suffit de 
prouver que S a une limite bien d6termin6e, puisque S — S tend 
vers z^ro. Supposons, pour faire cette ^tude, que Ton raisonne 
non sur la fonctiony*, mais sur /*+ A", k etant une constante telle 
que /* 4“ A" ne soit jamais negatwe, 

Soient les divisions D^ , D2, A^, Ao, telles que le maximum 

de la longueur des intervalles partiels tende vers z(^ro, ce maximum 


(q II esL bien entendu que, pour passer d’une division a la suivante, on n’est 
pas oblige de se servir des points de division d6j^ employes. 


i.v iu:FiMn(>\ lu*; i.’iNTi*;<iU.vi.K donnki-: i»au iuicmann. 


•>. ) 

rsl X; pour \j. Soirnt S,, l(‘s n<>inl)r(^s ana- 

lo| 4 U(‘s a S rt {‘una^Npoiulanl a <'t‘s (li\ isioiis. 

( aHUparnuN S, rl Pai’la^roiis Ics inl<a*vall(‘S (l(‘ A/ (‘n (l<aix 
I'HprrrH, (amiiuo il a <*!<'* dll dans r<‘ln<l<* l’<)S<‘illali()n moy(‘iiur 
( p. a.I ). Ia*s all(*s f/ fotn'iiisstnU, dans Ap un<‘ (‘onlrihnl.ioii 

an pins i'^ah* a // A/L, on L <‘sl Ic inaxiinum (!<* /’(./•) dans (a^ />). 
!a‘s intrrvallrs ii' ji|;nrrnt tons dans A'^- a hnpndlc^ <a>n‘(\spond 
dnn<\ la <aiutrilnil ion d<‘s int<‘rvall<’S dans 1'/ <‘sl, an pins nj^alc 
a 1'^. Mais A^ s'lduitnil an inonadaiil l(‘s iul(‘i'vall(‘s d<‘ 1)/*, il c‘.sl 
i’vidral, dans vvs ('ondilions, ([in* Dy <*sl an pins (‘{;al(^ a S/. l)n 
tont rrla on tiia* 

S, } // I,Xy. 

hr rrtlr iui’galiti' on ronrlnt, ronnin^ piMaM'drinnnnU, (pu^ S/ 
rt (Hit la nirtiM* lindtr rl nirnn* (pi'ils trnd<‘nl nniforinrmrnl 
\ rrs «'rtti‘ liniit«‘. 

ha propriidi* rsf drinonlrrr pour / ‘ /*', don<‘ rll(‘ (\sl, \rai(‘. 
ptnu' f\ rai\ vn passant dr / a /-l-X’, on auf;ni(‘nl(‘ tonlrs l(‘s 
sonuiH’s S dr A { ft). 

11 rst important, ponr la suitr, d<‘ rcnnaiapirr* (pir nons avons 
di’*im»ntn» rrxistmuM* ddinr liniilr poni* S sans laiia* aiunnu* hypo- 
ihrsn Htir la fonrlitm hortud* /\ ./• ). ha rondilion <pn‘ /’(./•) (‘Sl a 
oscillation nMJ\rnn(‘ nnllr rst int(‘r\ <*nn(‘ sc'nhnmnil lors(pi<s d(‘ 
Tcvistrurr iTunr limitt* ponr S, nons aNons d<Mlnil r(‘\isl(ni<‘(‘ 
ddinr liinitr ptnir S. 

< )n prut transfornun' la rondilion (rinlr{;ral)ilit(‘ ohtmnu' : il fanl 
rt il snl'lit <ptr la sonnnc* l<*nd(’ \(‘rs /ad'o. (a‘la i'r\i(‘nt a 

dirr <pn* Irs intrr\allrs dans h*s(pirls rsl snp(d’i<mr(‘ a on 
nondnr positif i arhit r*airrinrnt <dmisi, onl poiu- / ass<*z f^r'and nn<‘ 
ItUi^tirnr lotalr A anssi pciilr <pi(‘ I on \rnt, <‘ar on a : 

/ { /' ft * X t Xu, 

il riant rosrillation d<»/(.r) dans (/t, h). On a ainsi IddiomH* 
doiuii* par Hirinann : 

fjfttttttr fttfN'ttafi ht)t'ftr(* sott tfitr^rtthh* {^(t.f />), ll 

ffttti rt it stt//it (/tt*fttt pttissr f/iriser {tt, ft) rtt inlerrdlles 
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pa/'tiels tels que la somme des long'ueurs de ceux de ces 
inter^alles dans lesquels V oscillation est plus grande que e, 
quel que soil s > o, soit aussi petite que l^on veut. 

Si une telle division est possible, il s’en trouve une dans toute 
suite de divisions telles que le maximum de la longueur des inter- 
valles partiels tende vers zero, puisque, quelle que soit cette suite, 
tend to uj ours vers le meme nombre. 

De cette propriete de resulte aussi que, si a une suite de 

divisions de la nature considerde correspondent des nombres S et S 
ayant la merne limite, nous pouvons afiiriner Fint^grabilite de la 
fonction considdree. 

La forme donnee par Riemann a la condition d’intdgrabilitd 
inontre bien que les fonctions continues sont int^grables, mais 
elles ne met pas en Evidence le r6le des points de discontinuity de 
la fonction. Paul dii Bois-Reymond a mis ce r61e en Evidence par 
une transformation de la condition d’int6gTal)ility. L’^nonc^ de 
du Bois-Reymond suppose connue la ddfinition des groupes iate- 
grables. 

Un ensemble de points d’une droite constitue un groupe int^- 
grable, si les points de I’ensemble pen vent etre enfermes dans un 
nombre de segments dont la somme des longueurs est aussi 
petite que Pon veut (^). 

Un nombre fini de points constitue un groupe intygrable, mais 
la I'eciproque n’est pas vraie. 

Consicldrons [’ensemble Z des points dont les abscisses sont 
donnees par la formule 


Ct\ Ct^ (li 

^ T P 


dans laquelle tons les a sont egaux a o ou 2 . Get ensemble s’ob- 
tient en retraiichant de I’intervalle (o, i) d’abord les points inte- 

rieurs a Pintervalle puis les points intyrieurs aux inter- 


(^) On peut, il volont^, cousid^rcr qu’un point est enferm^ dans un intervalle, 
soit s’il est inti^rieur ci cet intervalle ou confondu avec ses extr^rnit^s; soit, s’il 
est intei'ieur ii Pintervalle, les exLr6rnitds exclues. Les deux definitions corres- 
pondantes des groupes integrables sont evidernment identiques. 


i.\ uKi’iNrnoN in-: i/iNTi-Miavi.K donnkm i»au iukmann. 
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' <lon<' ton jours ('baipu' 

<‘n Irois pai'tii's 

d^ab'S (d 

Ton (‘nld\<' la |>arti(‘ 

s t\ <b‘ 

<'<*s opdr 

alions, il 

r<'st(‘ intor\alb^s; 


<’(‘s uiltTvalh^s p«Mi\(*nl s(‘r\ir a ciilVruK'r (’) los points (1(^ Z; 
<H\ iU nut tiu«* longueur l(»lal<* — ^ Z (‘St (lon<‘ uii ^ronpo into- 

gi'ahlo, Cai!«* rtuisUaiot ion <lo '/ nioiUro dr plus (pi'il <‘sl pai'fail, 
i! a la puissaiu'c du ('ontinu {'■*). 

II ost (Hidont (pio Tonsnuhlr foruio par la la'uniou d<‘S |)oiiils d(‘ 
d«‘ii\ |;roopos intof^raldrs (*st tin ^roupo intof^rahlc;. 

\ (dri maint«‘nanl rriioucr do <lu Ui)is»H(‘y luoiid : 

Pofa' qti fttii* fanrfian ht^rnri* soil il faut (*t iJ 

stt fjii !///#% t/Nr HiHt z * o, /(".V ftoinis ou r osi'iHation esl 

supihifUtn* it z ttn lit'ottpr ittdtxrithh*, 

Suppt»Hon^ Z inlr|;rald<% al<»rs on p<‘ut divisor b) (ui inUu- 
valloH partirls nds <pn* <’on\ <lans l(‘S(pi(‘js ros(‘illation (‘St sup<‘-" 
riouro a g ai<*nt unt' lon^iirur tolalo inlV‘ri<*ur*<‘ a Yj. I in point ou 
rosrillaliini osi sup<d'irtir(» a t no p(Uit <dr(‘ (’onUuui dans nn ial<n*- 
valto on ri»HoiItal i«»n n'ost pas Mipdri<Mn*<‘ a £, doin' un t(d point <\st 
iH*oi*sHairoinout run dos points cpn ont s(‘rvi a la division d<‘ ( //, b)^ 
ou bion il ost dann los intorvallos d<‘ lonf»n(‘nr r,. la‘S points d<‘ 
divisions «dant on innnbro iini, l(*s points on rosi'illalion (‘st sup(‘~ 
riouro a i poinont (dn* {‘nb'rinds <lans un noinbr<‘ Uni d inhu'valb's 
do lon^tionr totalo ‘4 7 ,, ot, ooinnn* y, ost (piob'oiupnN ilslornnuil un 
|»roupo inti'^rablo. 

H/'oiproi juoinont , nous supposons (pit^ l(‘s points d osoillation 
plus |;rando «|Uo f forinoul un { 4 roup<* int(*f;’rabb‘. ()n p(*ut doin' b'S 
iniforinor dans un noinbro lini d'intorvallos do lonj^innir totab' y,. 
Minplo^ons oos intor\allos I a la diNision d<* [ tt^ b) (^t soit'iit I b^s 


(*) K»itrr»io‘r vH ja'o» iri iiti sms hirso. 

(M Oa |»fii{ lint’ iiti-si tpit’ 1, it Id |tuissaiM*r tin (‘ouliau purer tju il dtdaaid d unr 
inlliitlf'* dihnaaliraldr tit* tsiustuint’s rtUiert's ci,, Wj, .... 
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autres intervalles. Dans chaque F, il n’y a plus de points d’oscilla- 
tion plus grande que e, chacun de ces intervalles pent done etre 
divise en intervalles partiels F dans chacun desquels Foscillation 
est an plus 2£. Les seuls intervalles, a oscillation plus grande 
que 2£, sont done certains des intervalles I; leur longueur totale 
est au plus et cela suffit, d’apres le criterium de Riemann, pour 
affirmer que f est integrable. 

Dans Fenonce precedent, on pent remplacer I’ensemble G(£) 
des points ou Foscillation est supdrieure a £ par Fensemble G< (e) 

des points on Foscillation n’est pas infdrieure a £, car gQ^ con- 
tient G| (e) qui contient lui-meme G(£). 

L’ensemble G< (e) jouit d’une propridtd qui va nous perinettre 
Line derniere transformation de la condition d’intdgrabilitd : Gi (e) 
est fermd. En effet, si A est un point limite de G^ (e), tout inter- 
valle contenant A contient des points de Gi (e) et/* a une oscilla- 
tion au moins dgale a e dans cet intervalle. 

Pour le nouvel enoned de la condition d’intdgrabilitd, je vais 
faire appel a une notion qu’on retrouvera dans la suite : celle 
d’ensemble de mesure nulle. C’est un ensemble dont les points 
peuvent etre enfermds dans un nombre flni ou une infinite clenorn- 
brable d’intervalles dont la longueur totale est aussi petite que Fon 
veut. 

Un point, un groupe intdgrable sont des exemples d’ensembles 
de mesure nulle, L’ensemble E formd par la reunion d’un nombre 
fini ou d’une infinite denombrable d’ensembles E,/ de mesure nulle 
est evidemment aussi de mesure nulle ); tout ensemble ddnom- 
brable de points est de mesure nulle. Ceci suffit pour montrer la 
difference cju’il y a entre un ensemble de mesure nulle et un 
groupe intdgrable : le premier pent dtre partout dense, le second 
est tou jours non dense. 

Soit/(^) une fonction intdgrable, ses points de discontinuitd 
sont ceux de Fensemble obtenu par la rdunion des groupes intd- 


(‘) Gar on pent enfermer dans une infinite dt^nombrable d’intervalles de 
longueur totale et Tcnsemble E, somme des E„, pent ^tre enfermd dans Tin- 
finite dt^nombrable d’intervalles . . de longueur totale ^ = s. 
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grables G(i), •••; ils forment done im ensemble 

de me sure nulle. 

Soil maintenaiit une fonction l)orn6e /(^) dont les points de 
discontinuity forment un ensemble de mesure nulle. Gi (s) fai- 
sanl partie de cet ensemble est de mesure nulle, et il est ferme; 
nous dymoiitrerons plus tai^d que cela suffit pour affirmer que 
G^ (e) est uii gTOLipe int^gTable (^ ). /est integrable. 

Four qu' une fonetton bornee f{x) soil iniegrabley il faut et 
it suffit que f'easernble de ses points de discontinuite soil de 
mesure nulle. 


Comine exemple de fonction discontinue integrable, Riemann 
cite la fonction 


I'XX) {3x) 
— H 

4 9 


Son intygrabilite rysuUe du fait que les seuls points de disconti- 
nuity, ytant de la forme .v — , forment un ensemble denom- 

2 n 

bral>le, done de mesure nulle; ou encore, du fait que, roscillation 
etant— - pour ^ - > les points en lesquels Poscillation est 

superieure a e sont en nombre fini. 

Pour avoir une fonction intygrable ayant une infinite non dynoin- 
brable de points de discontinuite, reprenons I’ensemble Z qui a ete ^ 
defini prycydemment (p. 26). La fonction /(x) admettant la - 
pyriode i, qui entre o et i est nulle pour tons les points, sauf pour 
les points de Z ou elle est dgale a i, est intygrable. Ses points de 
discontinuity forment en elfet le groupe intygrable Z; Z ytant 
parfait a la puissance du continu (-). 

Si Ton veut main tenant que, dans tout intervalle, il y ait un 
ensemble non denombrable de points de discontinuite, il suffira 
d’appliquer le principe de condensation des singularitys. On pourra 


(^) Voir p. 109. 

( 2 ) Les deux fonctions qui pr^ciidetit ne sont pas integrables par le proc^d^ de 
Cauchy- Dirichlet, puisque rensemble de leiirs points de discontinuity n’est pas 
r^ductible- 
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:‘onsiclerer, par exeiuple, la foiictioii 


fix) 


fiX) -'{I 


Ses seuls points de discontimiile sent, d’apres les proprietes des 
series imiformeinent conver^entes, ceiix des fonclions /(^), 

done ils forment un ensemble de inesure nulie et '.p est 


integrable. 


III. — Proprietes de I'iritegrale, 

Le raisonnemenl qiii precede est generalj il perrnet de demon- 
trer que : 

Une serie uniformement comber gente de fo fictions inti- 
grables est une fonction integrable, 

En elFet les points de discontimiite de la fonction sornme sont 
compris dans Fenseinble E forme des points de discontinuitc des 
dilferents termes. Les points singuliers d’un terme forment nn 
ensemble de mesiire nullc, done E est de mesure nolle et la s6ric 
represento une fonction integrable. 

En particulier la sornrne de deux fonctions integrables est 
une fonction integrable. Dc meme le prodait de deux fonc- 
tions integrables est une fonction integrable, car les points de 
discontinuit<^ du prodiiit sont points de discontinuite; pour I’un au 
moins des facte iirs. 

De meme aussi, si f est integrable et cjue y soit bornee,^ y est 

integrable; si f est integrable, la. racine arithmetique 

de f, si elle existe, est integrable ; si f est positi^^e et integrable 
et cp integrable, /9 est integrable; etc. 

L’opdration /(?), appliquee a des fonctions intdgrables, pent 
au contraire donner des fonctions non integrables. 

Prenons pour /une fonction partout dgale k i , sauf pour x — o, 
on elle est nulle. / n’ayant qu’iin point de discontinuity est intd- 

grable. cp sera nulle pour irrationnel et dgale a y pour x rationnel 
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el egal k ^ (p el q premiers entre eux). cp i ulcgral)i(‘ puis(|uc 

ses points de discontinuity, etant ceux cl’al>sciss(‘.s ralioinudh^s, for- 
mentxin ensemble dynombrable. 

La fonction /('f) est ici la fonction (|>- *'^)7 

fonction non integrable puisque tons ses poixili^ soul tl(‘S points (l<‘ 
discontinuity. 

On pent pryciser les deux premiers thy ore me s ([ui viinuuoil, d’ytre 
obtenus. Soient f et cp deux fonctions iiite^’i‘a l>l<‘s ; |)artag(‘ons 
rintervalle ou elles sont donnees en parties 3 i , o ^ dans I(‘s~ 
quelles nous choisissons des valeurs 

^S,f/(a*,')H- cp(a',)] = _2l 

or les trois sommes c|ui figureiit dans cette y^galite sont (h^s valeurs 
approchyes des intygrales de f-h f, f, f ; clo.ii<^ Pi nlegrah^ (!(» /*+ ip 
est la somme des intygrales de /’et de <p ( O* 

LHntegrale d^une somrne est la somme des inlegniles. On 
suppose, bien entendii, cfuhl s’agisse d’une veritabh* sonun<% (‘htsl- 
a-dire de la somme d’lin nombre fini de termes non pas (run(‘ 
syrie. 

Pour arriver au cas des series uniforjnciiuuU <*onv<‘i‘g<*nt(‘s, il 
nous sera commode de nous servir du theof'e me de (a moyenne. 

Soil f{'x') line fonction comprise entre L cl. Ij clans (//, /;). l/iuiy- 
grale de f est, on le sail, la limite de la vSonuiH* S /’(.r/), 

mais on a 

{b-~a)l= ( /-» — tni. 

Done S, et par suite sa limite, rintegrale, <‘si comprise* mitre 
{b — a) I et (b — a)L; elle est done de la I’orinc [b — n)a, ou a 
est cornpris entre I et L, e’est le thyoreme dc la moycuun*. 

Ce qui le distingue du thyoreme des accroissciuenls linis, de-^ 
montry pour les fonctions continues, e’est qii’il nous (lsI impos- 
sible d’affirmer que p est Tune des valeurs que premd /dans(^/, //). 

(^) 11 suffit de modifier l(§geremenl. la reaction pour cU^.jfnoritrcr cn iiuhm: Icmps 
rint^grabiliU de /-H tp, laquelle est supposde ant^x'ieureiiuni t dcunontrrr (lan.s le 
texte. 
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De ce theoreme il resulte que, si le module de f est inferieur 
a £, Fintegrale de /est en module inf^rieure a \ b — a^s. 

■ Ceci pose, soil une foiiction /somme d’uiie serie uniform6menl 


convergente de fonctions integrables 


Soieiit5/i la somme des n premiers termes, I'n le reste correspoii- 
dant, F, U«, 5,2, les iiitegrales de /, Un^i Sn-) /’//• est la somme 
des /2 premiers termes de la serie 

U 1 “f— U 2 • • • H~ tJ II —f- .... 

d’apres le theoreme sur FiiUegration d’une somme. Cememe thdo- 
reme montre que 

F = S/i -t- R/i. 

Or, des que n est plus grand que /ij, r,^ est en module infdrieur 
a e, done R// est en module inferieur a | & — a\e. Des que n est plus 
grand que , | F — S,i | est inferieur a \ b — a | e. La serie S est 
done convergente et de somme F. 

Une serie uniforniemeat convergente de fonctions intc- 
grab les est inte grable terine d ter me, 

Les theoremes pr6c6dents ne sont d^montres que dans le cas oii 
rintervalle (a, b) est uii intervalle positif > a), puisque I’inte- 
grale n’a ^te definie que dans ce cas. On complete la definition 
comme prec^demment. 

L’integrale dans (cz, b) se notant toiijours / f{oc) dx', la ddli- 

J f, 

nition compl^mentaire s’exprime par Fegalit^ 

' f { x ) dx I fix ) dx = 0. 

11 est evident que les theoremes pr^c^demment ddmontres pour 
les intervalles positifs sont vrais aussi pour les intervalles n^gatifs. 
J’ajoute qu’on v^rifie immediatement que 

J ^b nC ^ci 

I f { x ) dx -\- / f { x ) dx -\- j f { x)dx = o . . 

a d h J c 


i.\ in-’j-'iNiTioN hi-: i/iNTi':(;u\i,n donnkk i>au hikmann. 
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l\ . I ntr^'ra l(\'< par flr/aat et pat' r.rrrs. 

I .a <!<‘liuil ion <|in virul < 1 (* nous ()('<ai|>(*i‘ a (‘l<‘ ol)l(‘nu(‘ (‘n aj)|)li- 
<|uaiil, a (l(‘s loiuiions <lls<‘oiilinn<‘s, l<‘ proiaalo ( 1 (‘ (^al(‘ul (hvs inU'i”- 
{;i*al<‘s ( 1 <‘ (otu'lions <‘<)iihmi<‘S. INoiis savoiis <|n’il (his Toik^- 

lions hor*ti(‘<‘s, loiiclions non inl(‘^'rabl(*s, pom* I(\s(jucll(\s vr. 
pi’o(’(Ml(‘ n(‘ <‘oii(luil pas a un no!nl)r(‘ (l(‘lorniin<^ Mais on [xuil 
(•(‘[xnnlant , a 1 ai<l<‘ do o<^ pro(*ddo, aUa<‘lH‘r a (dnunK^ lon<U,ioii 
ho!*no(‘ d<‘u\ noinhros parfaiUniunil dolinis. 

Nous avons vu (p. (|U(‘ l<\s sonuin^s S ll'o/Ij/ londcul 

v<n‘s uno liini((‘ pai‘lail<‘in(‘al <l(‘l(uanin(‘(i (|uan<l l(‘s 3/ londiUiL vors 
zor(» (I uno nuinioi*<‘ (pudixunpu*, liinil<‘ osl. Pun d(‘S doux 

nondu‘<‘S donl il s'af>il; on rapp(‘ll(* V i/i tr^*rale par (*jau'\s' el on le 

la'pi’osonlo par h* svinhoh* / f{,r)(Lr^ (pii s’enoiux^ : 

• tf 

pai* oxoos <l(‘ ft a h (l(‘ /’(./• ). 

!)(' la memo inanior(\ on p(‘ul doinonliau* r(‘\isl(‘n(aMrun(i liinile 
p(Mir los sonun(‘s S I )’aill(‘urs, <‘n <‘lu<lianl ros(‘illalion 

moviuun* ( p. '0*1, nous a\ons sn (pn^ il3/(t>/ Muni V(‘rs uin^ liinilc 
parlailiUinuU dolornnnP'o {/t — f(')u) (i <‘oinnn‘ Ton a 

S S v3,(o„ 

r{‘\ist«‘uo(* dc* la liniilo d(‘ S osl domonliMM* (^). (Post V ia(rf(rale 

/tar f/r/attf i\u\)n n{){r j /{u’)(/j\ 

* *< 

( a‘s doux noinln'<‘S onl <*l('‘ d('dinis pour la prcuniore fois, (I’nin^ 
fa<;on piandso, par* M. Darboux. 

INnir oomph' Mu* lours dolini lions, (Ionno<\s scudcmnml pour h ; • a^ 
on poso 


r 

/ 

o, 

/ 

f 

if 



• tt 


(^) (hi |)ourridl atiHni rcxinlrcK^tt <lo ccth* limiu* dc; I’lsxishfnci; (h; I’in- 

it^grah* fan* pour ■■/. 

L. 
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De ce tlieoreme il resulte que, si le module de f est inferieur 
a s, rint^grale de /est en module inferieure a — a's. 

Geci pos^, soit une fonction /somine d’une serie unilbrmemeiit 
convergente de fonctioiis integrables 

=z li\ -4- Wo H“ • • • ■+" . • • ' 

Soient 5 ,^ la somme des n premiers terines, r,i le reste correspou- 
dant, F, 8,^, Rn les iategrales de /, 5,^, /*//. estla somme 

des n premiers termes de la serie 

Ui-f- U2 -+~.‘.~h . .. 

d’apres le tlieoreme siir T integration d’une somme. Cememetheo- 
reme montre que 

F = S,i H- R/i. 

Or, des que n est plus grand que /ii, /',t est en module inferieur 
a £, done est en module inferieur a | 6 — a\e. Des que n est plus 
grand que , | F — S,/ 1 est inferieur a \b — a | e. La serie est 
done convergente et de somme F. 

Une se/'ie uniformement convergente de fonctions Inte- 
gra b les est integrable terme d ter me. 

Les tlK^oremes pr6c6dents ne sent demonlres que dans le cas oii 
I’intervalle (<7, b') est un iiitervalle positif rz), puisque I’inte- 
gralc n’a (§te d^finie que dans ce cas. On com|)lete la d(^finition 
comme prcicedemment. 

. ^ . 

L’intdgrale dans (o:, b') se nolaiit toujours / dx^ la dbli- 

»•' (I 

nition compl^mentaire s’exprime par Legality 

/ b 

f{x)dx-+- I f{x)dx-=.o. 
db 


11 est evident que les tlieoremes pr^e^demment ddmontres pour 
les intervalles positifs sont vrais aussi pour les intervalles n^gatifs. 
J’ajoute qu’on v(5rifie immediatement que 



dx H- 


^ fi^x^dx'^ f f{x)dx = o. 

J/j J c 
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IV. - Integrates par defaiit et par exces. 

La definition qui vient de nous occuper a ete obtenue en appli- 
quant, a des foiictions discontinues, le procede de calcul des inte- 
grales de fonctions continues. Nous savons qu’il existe des fonc- 
tions bornees, les fonctions non integrables, pour lesquelles ce 
procede ne conduit pas a un nombre determine. Mais on pent 
cependant, a Faide de ce procede, attaclier a cbaque fonction 
bornee deux nombres parfaiteinent definis. 

Nous avons vu (p. 20 ) que les sommes S = S 5/L/ tendent 
vers Line limite parfaiteinent determinee quand les 3/ tendent vei*s 
z6ro d’une maniere quelconque, cette limite est I’un des deux 
nombres dont il s’agit; on Fappelle V integrate par exces et on le 

represente par le symbole / /(.^) dx^ qui s’enonce : int^grale 

d (t 

par exces de a a h dey‘(^). 

Dc la meme maniere, on peut demontrer Fexistence d’une limite 
pour les sommes S = Sof4-. D’ailleurs, en etudiant Foscillation 
moyenne (p. 22 ), nous avons vu qiic So/to/tend vers une limite 
parfaitement d(^terminee [h — a)a) et comme Fon a 

S — S = S o/co/, 

Fexistence de la limite de S est di^montree (^). C’est Vintegrale 
par defaut qu’on note / f{x)dx. 

-ti 

Ces deux nombres out dte definis pour la premiere fois, d’une 
fagon pri^cise, par M. Darboux. 

Pour compl6ter leurs definitions, donnees seulement pour 6 > a, 
on pose 



(1) On pourrait aussi d^duire Texislence de ceLle liniiie de I’existence de I’in- 
t^grale par exc^s pour 

L. 
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ll fauL remarquer que, dans un intervalle rinlegrale par 

exces est plus peliie qiie I’inlegTale par defaiit. 

On a Loujours 


. -^.l J. 


niais, si Tintervalle d’integration 6tant positif, on a 

J J/-+- y?. f j 

(‘Oinme on le voit par im raisonnement analogue a ce\u\ de la 
page 3i, el non pas les memes relations ou les signes d’inegalite 
sont remplacds par des signes d’egalitd; les signes d’inegalite sent 
indispensables; par exemple, prenons /*(.z*) (p. i5 ), el 

aiironSj dans (o, i), 

ff-h -/'/-*-? = o. f/= — l(M- 

L’integrale a ete ddfinie com me la limite dn no mb re 

S = sa,/(:rO 

quand le maximum A des S/ tend vers zero. Posons S A(X), nous 
ddfinissons ainsi une fonction a determinations mulLiples (p. s>. i). 
Les limites d’ind(^ termination de la limite de ']>()0 pour \ r : o sont 
les deux integrales par exces et par d^faiit. Ceci fait prevoir (]uc 
ces deux int<5grales nous feront souvent connaitre des limites infe- 
rieure et supdrieure d’un mimbre quand on saura que ce nombre 

est donn6 par une integrale ^ f dx toutes les fois que /’est irilc- 
grable. 

Pour mietix etudier I’indetermination de la limite de S, il fau~ 
drait d(^ terminer Pensemble A de toutes les valours limites d(^ S ( - ). 


( ^ ) Si Ton rernplyce x(^) ^uie fonction non intc^grable quciconque, les 
signes d’indgiilit^ sont indispensables. 

(''^) Dans cerlaius cas, on a determine non seulemenl I’ensemblc des lirniies 
d’une fonction *uais encore la frequence de chacune de ecs limites. Cola 

a fait notamment pour la sommation de cex'taines series divergetvtes. ( Voir 
Bor EL, Legons sur les series diver geiites, p. 5.). 


!.,V Dlh'lNrnON UK l/lNTI<:(.UAI.K DO.NNKK t>,\n lUKMANN. .if) 

lNnn‘ l(* <*:)S dr riiil<‘f»t‘al(s on a |>j‘o|)ri(‘l<‘ ([ik^ j(‘ (‘ouUni- 

l<*rai <r<dioiH't‘i* : Toul nombrr (‘ompris <‘ulr(‘ h^s inl(‘^ral(‘s pai* 
vwvs rt par d(‘ianl rsl ruiu* drs IJinil<‘s (l<‘s soiuin(*s S, (piand A 
Unid vrrs zrro ( M- 


(') A lilrc t'otirornaul l(‘S iutoj^ralcs |var t‘\ct‘‘s vl par drlaiil, on 

pourra dojiionliMT <{u<\ /(.v) riant uin* I'onrlion bnrnrc^ (ro.s(*illa( ior) inoycntH' to 
dans ((T/, A) <M dont 1(‘S liinil<‘S inf<b’irurt‘, supt‘*ri(Mii'r (!t ros<-illation (ni .^.•sont L(.r), 
l{j') rt M { j' ), on a 

( /) ^ j I /{ a' ) (i.v j /{ X ) dx '■ I l^{x) dx j I {x) dx j to {x ) dx. 


Lrs uH'*;rm*s rrlations soul \rairs si, dans la drlinition dc lj(x), io{x)i 

ofi r\(dut la vulrur a* <lr la varialdr, ou si, par r.{*s notalions, on dcsignr Ics limiies 
HUprrirnrr, infthdrurr rl rosidllalion tlroiUM»u 6 gaiudu*, x (Hant rxrlu on non. 
( tUiir la noir i , p. ip ). 


CHAPITRE III. 


DEFINITION GEOMETRIQUE DE L ’ I NT E G 11 A L E . 


1. — La mesure des ensembles, 

Dans le premier Chapitre, la definition de I’inLegrale a 6l6 
rattachee a celle de certaines aires; nous allons rechercher si, par 
une voie geometrique analogue, on peut arriver a la definition 
gen^rale de Riemann. Nous verrons que cela est possible, de sorle 
que rintdgrale de Riemann apparait comme la genoh'alisation natu- 
relle de I’integrale de Cauchy, que I’on se place au point de vue 
analytique ou geometrique (^). 

Je vais d’abord attacker aux ensembles des nombres qni seront 
les analogues des longueurs, aires, volumes attaches aux segments, 


(^) Dans ce qui suit, je suppose d(§finie la longueur ( euclidienne) d’un segment 
et I’aire (euclidienne) d’un polygone. 

Pour 6viter toute difficult^, il est commode de considdrer un point comme un 
ensemble de trois nombres J?, y, j::; un d(5placement comme un changement de 
coordonn^es dont les coefficients sont assujcLtis aux conditions connues. Alors, 
par d(5finition, la distance des deux points (a, 6, c), (a, j3, y) est 

-h /(a — a)--i- (6 — P)2-4 -(c — y)^ 

La fonction ainsi d^finie est, k un inultiplicateur constant pres, la seule fonction 
de deux points qui restc invariable dans les ddplacements et telle que I’on ait 

/(P,Q)+/(Q,R) = /(P,Ki, 

lorsque Q est sur le segment PR. C’est de U que vient Timportance du nombre 
longueur. 

L’aire d’un polygone est d^finie par les th(ior6mes de Geomdtrie elementaire; 
I’importance de ce nombre se justifie comme celle de la longueur. (Voir la Geo- 
metrie elementaire de M. Hadamard, note D, ou encore la Geometric de 
MM. Gerard et Niewenglowski.) 
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aux <lomaia(‘s plans ou au\ doniaiiu's r(\spac(\ C’est a M. Cantor 
(|u<‘ I oa doit la pnaaKOM* doliailioa <l(‘ noiala'(‘s ; j<^ vais ado|)t(a' 
la aH‘lh()d<‘ d (‘xposiliOa di^ M, Jordan (|ai a siiaplKid <‘1 ooiaplc'ild 
la dofiailioa doaa<‘<‘ par M. (’.aalor (<). 

Soil aa (ais(‘ial)l(‘ homo (-) d(‘ aoad)r<‘S oa, si I’oa viail, d(‘ 
points sar an(‘ droiU'. Soil (r/, //) Tan d<\s iul(a‘vall(\s <a)nl(‘uaul E. 
I)ivis<ais {(/, h) <‘n aa aoiahro ///// d’iat<‘rvall<‘s parliids. Soil X hi 
aiaxiaaiai <h‘ la lon^aiair do (‘<‘s iaU‘r\ all(‘s. Jii dosi^iKi pai' A la 
s<aaia<‘ dos lou^aiairs dos ial<!r\all(is parliids ipii (iouliiiiinoal dos 
points <1(‘ (‘I par Ela siaaaai (h‘S loa|^a(*ars (hi (i(nix doal tons his 

points font partlt* (h‘ M . Joi’dtui (hiiaonlni (pio A <n H loiuhiiil 

v<‘rs (haix liiaitos parlaiUaacnil (hM(‘riaino(\s (piand X Uiiid vors xtiro, 
Ihair noas ri'xisloiua* (hi (‘(‘s liiaiUis (isl ovid(inl(‘, oar A ol B sonl 
(h‘s vahau's appi*ooh(h\s (h‘s inl('f;'r«d(‘s |>ar (iX(‘(*s (il pai‘ (hifaal (hi la 
foiu'lion »L ('j;ah‘ a 1 poar his [loints (hi 1% unlh‘ poor hiS aalrtis 
points ^ 


(*) DatiH Ic tfiui riist'mbh* <t(' points dans resparr, la didinition <{u’(‘mploiti 
M. (lantor { to/a MtU henuttiva, 1. IV) p(‘ul ('“ire; bnoncnti ainsi : I)<i <duu(U(i 
point iM (ftni (insciuldc I'i coniuH- rcatrci li'u^'otis uno spliorr dc rayon p; I’rnseniblr 
drs points intrrirurH A res spla'Ti's tin on phisinurs don^ailH^s <lonl on a 

h* v«dnnn* (an sous ordiiaiirti dn rnot ) par m\v inlr^ralo triple. Soil /*(p) (’r 
volume; In lanit<i de /(p), quand p t(‘nd van's /.ero, (ist to volume dtt K. 

(U'tt<’ delinition esi tupuvaleute i‘i eelle de l\d(indu<‘ e\len<*ur<' donmb' par 
M, Jordan (t. h' dc! la o ddiiion de son (lotirs (i\'in(tiyfie). 

IM. IMinkovvski s’esi servl dn nombre /Cp). Dans le eas od IC esl forme de 

points d’taie tMou'be, IM. Minkowski eousiden* le rapport s’il a une limite, 

TCp"* 

e’esl vv ipie M, Minkowski appelb* la lan^^ueur d<* la course, l/aire d’une surfa(i(* 
se tlelinit par le riipfxu'l 

(In v«»it <jue le nombr<* /(p) p(*ut reinire des servii’es dans la theorie dtis 
ensemblrH, (le i|ui f)r<'*eede semble montrer <{u’il pent dire employd <Ic dilVerentes 
manieiTH suivant le uotnbre de. dimensions ile IC; d’ailleurs, M. Clunlor indiiiuait 
iliiuH son Mdmoire (jue la notion de volume lui servait ilans la ddliiuliou du 
nombre d<*H dm»ensi<inH d*un ensemble eontinu. Dans beam'onp de (pieslioiis, il 
semblf* <|n’une telle delinition serait fort tilib*, malhenrcu.semeriL M. (Cantor n’a 
pas publie ses reelirrebes nne etr suji'l. 

(Test a»dire dont tons les nondu'es sout eompris eiUre deiiK limiles linios. 

I ‘J On pent donner deu\ sens auv deux expressions « na inlervallo eonlicnt 
des points » et « tons les petints d’nn iritervalle » eomrne au mol « (mferme » 
{vaif note 1 , p. .di). Il esl iadiirerent d’adopter run on Tautre. 

(^) M. de In Vullee tbmssin ddlinit les elemlues exterieure et intdrieure a Taide 
de 
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La limite de A s’apj3elle exterieure cede 

de B est Vetendue inierieiu'e, 

Quand ces deux eteiidues seroiit egales, nous dirons que Fen- 
semble est mesurable J, c’est-a-dire par le precede de M. Jordan, 
et d’etendue ( ^ ) 

e.{ li) ~ ai E) = E): 

dans ce cas, la fonction A attacdi^e a E est integrable au sens de 
Riemann et son int^grale dans [a, h) est e(E). 

Interpr(^tons la condition d’integrabilite de J..es points de 
discontinuite de ^ sont les points de E qui sont liinites de points 
ne faisant pas partie de E, et les points liinites de E qui ne font 
pas partie de E. Ces points sont appeles, par M. Jordan, les /mints 
frontidres de E; leur ensemble est la frontiere de E. Done, pour 
qu’un ensemble soit mesiirable J, il faut et il soffit que sa frontiere 
forme un groupe integrable. 

Cette condition pent se transformer si Ton remarqiie que, par 
definition, pour un groupe int6gral)le, A tend vers z6vo. De sorte 
qu’un groupe intdgrable est un ensemble d’(5tendue exUh'ieure 
nolle ou, si Ton vent, un ensemble mesurable J et d’($tendue nulle. 

La UK^thode pi'(^cedente ne pourrait^tre appliqude aux ensembles 
formers des points d’un espace a plusieurs dimensions que si nous 
avions etudl(^ au pr^alalde les integrales multiples parddfaut et par 
execs. Lne telle etude no presente pas de diflicultds, mais il est 
plus simple d’enq)loyer la metbode de M. Jordan qui est, en 
somme, la demonstration do rexistence de ces integrales dans Ic 
cas parti enlier de la fonction A. 

Considdrons dans le plan un ensemble de points E liorne, c’esl- 
a-dirc tel que I’ensemble des eoordonndes des points de E soit 
born^. Un tel ensemble est tout entier contenu dans un carre con- 
venablement choisi, d’aireR. Divisons le plan en petits carrds dont 
le inaxinuim de la diagonalc est A. Soit A la somme des aires de 
ceux des carres qui contiennent des ]>oints de E et B la somme des 
aires de ceux dont tous les points appartiennent a E. A et B sont 
plus petites que R. 11 faut montrer qu’elles tendent vers des limites 


(q G’est ii. dessein que le mot etendue est employed ici ; le mot mesure, que Fon 
entiploie souveni coinme synonyme d'etenduc, sera d^fini plus loin. 
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(|U5Hi(rAI<‘a(l M^rszoro; pourcela, considerons d’abord 
II i divisions 1)^, l)^, ..., iuixquelles correspondent les 

Ai, Am, liy, ..., <‘l UilU^s que les \ correspondants 
\('rs zero; el soil niu^ suiu* dc. <Uvisions Ay auxquelles cor- 
ijib'nl l<‘s noruhn's y.j rl [3y, (^l hdios que les nombres Xj cor- 
n < lants (end(‘Ul vers zero. 

II juirons A/ el aj, \a*s earnvs d(‘ \j sunt de deux especes : les 
. //<ini (‘onliiUUK'nl a bnir inleri<nir des points des cotes des 
i <|e lb, les aulr(‘S soul l(‘s <'arres r/'. Les points des carres d 
lit (*nsembl<‘ <|ui (‘sl eonUuiu dans Fensemble des points 
1 1 tie luoins de Ay d(‘ Tim au luoius des points des cotes des 
i ilv lb. 

(liiiis 1)/ il u'v avail (|ubm s(‘ul c'.arrd de perimetre 4 C 7 
il>b‘ serail deeoinposabb* en doinaines dont la soinme des 
ii ti siuis elein(Uilair«‘ <lu niot, serait 8c Ay-1- (tt — 4)^y pour 
plus j 4 eiierab‘meul, si dans 1)^ la somme des p^riinetres 
(‘sl /, l'ensembl<* <‘orr(‘S|)()ndant sera divisible en do- 
* 3 ^ ilonl !a solium* d<*s ain*s <*sl uu plus a /Ay. Ce nombre est 
j<* inaxinniiu de la (‘tmlrilnilion <lans ay des carres d. 
it lit au\ I'iirres d\ ils donmnil (*videmnient une contribution 
e| 4 al<* a A^. I)(Hie, on a 

7j ‘ '^./Ay, 

it snl'lil t • ) pour deinonlrer (pu*. ay el A/ Lendent vers une 

* 1 imih* 4«, 

iimnbre -1., <lont Pexislenee vi(uit d’etre deinontree, est 
Uuf cxt.'Ti.Miir .I.- I’,, inais il s’agil. ici d’.ine eteiidue 

lii-icllf. disliiii-lii)U est iinportaule a uoter, car tout 

dc iM.iiitN I'U li};ur tiriiilr a uae eUniduc superficielle 
.♦lire iiiillc ct pfitl iniiir line «;lcndue lineaire exterieure 
« » *ique. 

aduHiutrcruil dr na'.nc .luc Ui r.l fiy tendent vers une m^me 
' Oil pfiit iiiissi riMiiarqiHM- <)ue, si a la division Ay et a 

•itildr d.-s points du <-arn'- d’airn R, qui n’apparliennent pas 
»n asHiMMc dciiv nniultrcs Xy i*l 'fij-, analogues a ay cl |iy, on a 

%j I- H 


***UipiU’rz *m*<' It* iR'iiiral tit? 


a3. 


4o 


OIIAPITUE in. 


et I’exislence, qiii vient d’etre prouvee, de la liniite de moiitre 
I’existence de la limite de j3y. Cette limite est I’eteiidue superfi- 
cielle interieiire de E, e/(E). 

Comaie pour les ensembles lineaires, on dira qu’un ensemble 
est mesurable J et d’etendue e(E) — e^(E), si les deux etendues 
exterieiire et interieiire sont egales. 

Si nous remarquons que les carres qui serveiit dans A sans 
servir dans B sont ceux que I’on devi^ait considerer pour avoir 
I’etendue exterieure de la frontiere de E, on voit que la frontiere 
de E a pour etendiie exldrieure e<.>(E) — ^i{^) 5 de la se d^duit la 
condition n^cessaire et siiflisante pour cju’un ensemble soit mesu- 
rable J. 

J’ai deja employe le mot domaine^ il est utile ici de prdciser ce 
qu’il faut entendre par la. 

Une courbe est I’ensemble des formiiles 

Oil y (^ ) 1 ^(0 sont des fonctions continues ddfinies dans un 
intervalle lini Les points de la courbe sont ceux que I’on 

obtient en donnanl a t une valeiir ddterminee quelconque; les 
points qui ne correspondent qu’a une valeur de t sont dits simples, 
les autres multiples. Si les deux points correspondant a et 
sont identlques, la courbe est dite ferinee; si le point ^o? 
correspond a auciine autre valeur de^, ce point n’est pas considere 
comme multiple. 

Si I’on remplace t par une fonction ton jours croissante ou tou- 
jours ddcroissante de 9, on obtient line noiivelle courbe qii’on ne 
considere pas comme dilKrente de la premieu'e ; niais deux courbes, 
auxquelles correspondent le .meme ensemble de points, pen vent 
etre diCf^rentes; c’est le cas des deux courbes, ddfinies dans 

/ TC . TC \ . ^ 2 -TT- 

"^ 2 /’ y = o, 

Dans le cas d’une courbe fermde, on peiitfaire la transformation 
9 = — ~~ et considerer les fonctions de 9 ob tenues comme perio- 

diques et de periode i. Alors, pour definir la courbe, il suffira de 
se les donner dans un intervalle quelconque d’dtendue i et non 
plus necessairement dans (o, i); enfin I’on pourra, dans cet inter- 
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vdII(% r(‘iu|)l;H‘<‘r‘ 0 par mu* loncllon lonjoiirs <‘r(>issaul<‘ ou loiijoiirs 
<!rcr(>issanl<‘ 1 ()uI<‘s I<\s (axirla^s aiiisi obU'iuu^s soul rc^^ardct's 

.\l. Jordan a <l<‘rnon!i’c ri<^<Mircus(*in(ail, dans la (bnixionn^ odilioii 
do son ( (ttirs <l An(fl)S(\ (prniu' <‘onrl><‘ loi'nua^ sans poinl nuil~ 
lipio st‘[an’c l(‘ plan (‘n d(‘ux r(*^lons (^ ‘ ) ; nous a<linoUi'()ns cc 
r(‘stdlal. 

lavs p(»inls d(‘ la ri^^lon inlori(‘nro <a>nslilii<nil <‘(‘ (pi<‘ I’ou appollo 
h* t/anuttne Ututti* j)nr Ut rourhr, H(‘lali vaninnil an\ points d(^ 
rcUo conrho, on ponl (aii'c donx <'on\(‘nlions, l(‘s <‘ousid(*r(n‘ (annnn^ 
[Hunts dti doinaiin* on non, (ada a p(Mi (rinipoiiaiuua 

La fr'onli(*r<‘ <1 nn doinainc <‘sl (‘onslituoc* par la (*onid)(‘ r(U‘ima; 
<pu sort a l<‘ dolinir. 

lau‘s<pt(‘ los d<Mi\ <‘l(unlu(‘s cxlori^una' (‘l inlorioniaMl’nn <loinaino 
sonl o|^al(‘s, Ic dotnaiin* <‘sl dit (/(((urdlih* son (dcunlnc^ suihu'Ii- 
<‘i(dlo ost app(d(‘(‘ son trifu* (^), 

l^uir (pi un doniain(‘ soil (ituirntble ^ il faul (pn* sa (a)url)<‘ Iron- 
liria* soil (r('‘l<‘ndn<‘ (*xl(‘ri(‘iir<‘ nullc; nnc l(*ll(‘ (‘oiirla* osl dil(‘ 
viutrlit* rrtthlr, Ln oarn* <*sl <‘vid(*inni(‘nl ipiarrabha 

I ><• la didiuilion dos doinaiiuvs tpiarrahhvs, il rosnh(‘ (pi<‘ ri(‘n n’au- 
rail (•!(' clian^i* si Lon avail snpposd cpn* la di\ision A/ (p. dp) (^lail 
lUM* division (Ui dornaiinvs (piarnihbvs d<* dianu'lrivs in(V‘ri(uirs a Xj. 

\ (Hoi inainlonant dcs <‘\<‘nipl<‘s d<‘S diviu’sos (’ir(‘onslan(‘(‘S (pdon 
V i«‘nt (r(‘n\ isaj;<*r. 

Ia*s | 4 roup<‘s inh'^faldi's nous fonmissiuil iin piaunioi’ (‘xi'inpb^ 
<r(*ns(*nd»l<*s nu’suratdos J lini'aliauiHUil. lui |)arli(*uli(‘r, Idui- 
sf»inbl(‘ Z ( p. aji ) (vsl <rdi(‘ndu(‘ <^xl(*ri(‘nr<‘ nulba II <ui s(U’a d(^ 
inibiH*, a do tout onsiunblo foriiu' a TaidiMb's poinls d<‘Z; 

Ions o<*s oiis(Mnldos sonl doiu* nu'snrabbvs J (‘I <r(d(*ndn(‘ nnlba 
ClonnnoZa la [uiissanoo dn ('onliun, il (vsl possibb' d’<*lablii‘ niu^ 
(aua‘(‘spondan(*o bi-nnivoipio (‘uln* l<‘s poinls d<‘ Z (‘I (‘(‘ux d’un 
intoi’valb*, d<‘ sorlo <pda loul (uisombb* d(‘ poinls d(‘ (a^l inUU'valb* 
c’orrospond nn (uisondib* d(* poinls do 'Z; done rinisinnbb; d(vs 
(»ns(unbb*s inosnrablosJ a nn(‘ pnissanca* an inoins d^'al(‘ a oadb^ d(^ 


(*) Vatir iUiHsi If ‘rraiiii ti* Atm! yst* iW. M. <lr la Vallt's^ -Poussin, 
f IPttillc'urH, quflqui'H auieups ftnjiloirnl (ouj<nu*H, la phux^ cUts mots (Uendiia 
lifu’dirt* «*t eiendae sit/wr/tcirUe, U*h mots !otif(ueur <*1 air(\ 
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i’ensemble des ensembles de points et, comme il ne pent evidem- 
ment avoir une puissance superieure, il a exactement cette puis- 
sance (^ ). 

Un autre exemple d’ensemble mesurable J lineairement nous 
est fourni par un nombre fini d’lntei'valles. Si d'un tel ensemble 
on retire un groupe integrable, il reste un ensemble mesurable J, 
Fetendue n’a pas varie. 

On verra facilement que Pensemble mesurable J le plus general 
ne differe d’un ensemble mesurable J, forme par une infinite 
denombrable dintervalles, que par I’addition d’un certain groupe 
integrable et par la soustraction d’un autre groupe intd- 
grable Go (-). 

Il est aussi facile de citer des ensembles mesurables J superfi- 
ciellement. Tout ensemble Z^, se projetant sur I’axe des x suivant 
I’ensemble Z, de maniez'e qu’a chaque point de Z ne corresponde 
qu’un point de Zi, est un ensemble mesurable J de mesure super- 
ficielle nulle. Les ensembles de mesure superficielle ext^rieure 
nulle jouentj dans la tlieorie des intdgrales doubles, au sens de 
Riemann, le m^me role que les groupes integrables sur une droite; 
on pent les appeler les groupes integrables da plan. 

Un carre est un ensemble mesiu'al)le J superficiellement. A 
partir de carres et de groupes integrables dans le plan, on construit 
tout ensemble mesurable J du plan comme on I’a fait dans le cas 
de la droite. 

Les groupes integrables du plan peuvent etre assez differents des 
groupes integrables de la droite. Z, est, comme Z, un ensemble 
discret; c’est-a-dire qu’on lie pent passer par un cliemin continu 
d’un point a un autre de cet ensemble qu’en passant par des points 
qui ne sont pas de I’ensemble. Mais un groupe integrable dans Je 
plan pent etre un ensemble continu^ c’est-a-dire un ensemble tel 


(^) II est fait usage ici d’un thi^oreme tres important sur la comparaison des 
puissances dont on trouvera dans la Note I des Lemons sur la theorie des fonc- 
tioiis de M. Borel une demonstration due M. Bernstein. Ge th^oreme est sou- 
vent utile; on peut I’^noncer ainsi ; 

Si un ensemble E contient un ensemble et est contenu dans un ensemble 
Ej et Eg ayant meme puissance, E, Ej, Ej ont menie puissance. 

(^) Si par points d’un intervalle on entend les points interieurs cet intervallc, 
la consideration de Go est m6me inutile. 
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I ([n<‘ (l(‘u\ (|u<‘l('()U(jU(^s <l<‘ s<^s points jniissoul nlro joinls |)ar une 

I (‘ourhr o(‘ passant <pi<‘ [)ar (I(‘s points do I’cnseinhhi j nous savons 

^ (Ml (pi till s(‘gnnMU, nn poIy^oiK'j uik^ (Mro.onieronc'.o, iin<:> 

I <dlips<‘ sonl d (‘l(‘n<lin‘ sn[)<M*li(M(‘llo oxhoaouro nullo. 

I L(‘s <‘ourl)(‘s (pii sont dcs ^i'oup(‘s int(ij^ral)l(‘s sont (udl(^s (]uc 

f nous a\ons app(*|(‘(‘s (j uarral)l(‘s. 

: Pour a^oir un <‘ns<Mnl>lo non niosural)l(s), ii suKit d(^ jirendre an 

(Miscinl)l<‘ parlout d<‘ns(‘ <pii no o.onticvnno ainuin intervalle, s’il 
s a^il d un (‘ns<Mnhl<‘ sui' la droi(<* ; <pii no (uniticMuu^ aiuuin doniaine, 
s il s a^il iron (MisiMnhlo dans lo plan; pour un tol onsonihlo, on 
(‘ll(‘l, 1 (‘((‘iiduo intori(‘ur<‘ ost nullo, r(‘t(Midu(‘ oxUu'iouro no l’(ist 
I |»as. L <Mis(Mnl)l<‘ d(‘s points dont los (‘oordouiu'ios (on la ooor- 

donn(‘<‘ ) sont rat ionn<‘ll(‘S n’<‘st doiu^ pas mosurahio J. 

P. du Hois-I^i^y inoud a r(‘mar(pu‘ (pdun onsoinhlo ptuit <Hro par- 
lout non d(Mis(‘ sans <dro in(\sural)l(‘ ,). Priuions iino suite do fian^- 
^ lions a,, a.j, , . I<‘ll(‘s (|u<* lo produit inlini P a, >•: a 2 >:... soit 

(‘ouN (*r^(Mit (‘t did’oriMit (1(‘ /a m’o ; on prondra, par oxoinple, 

’ ‘ * • l)i\isons l’inl(‘i'vall<‘ (a, l>) on trois parties, oollo dn 

niiliou (*lant <1<‘ lonf>'U('ui‘ (A • - <'/)(i a,), los d(Mix oxtrclnu^s dtant 

(’j^ah'S. Barrons l<‘s points int<*rioui’S a rint<‘r\allo du niiliou <^1 
op<*rons SUI' losdoux inl(*r\all('S r(‘Sl.ants ('omnu' sur (V/, h). y.^ ('itant 
r(‘mpla('<* par a.j, (‘t aiusi d<‘ suit(‘. Soil B ronsonililo d(‘s points 
ra'slant ajnvs loutos (M*s opcu'ations. Si Ton s(' S(‘rl (1(‘S divisions siio- 
o(*ssiv(*s ipii out douin* B pour oaloulor r(‘t(Midu(' oxtin'ioiii'ii do R, 
on voil (pu‘ <’(‘ll<' (‘t(‘ndu<M\sl i^(A <'/), doin', (pi\‘ll(‘ ost dilldi'onU' 
do X(M'o. ( )r r(‘l('ndu(' inUu'ioun' ost iiulli', puisipu^ R ost non donso, 
H iPost pas nu'siiraldo ,1 ( * ). 

lln<‘ ooustriuMion lout a fail analo^nuj p(Mil (Mro faito dans lo oas 
du plan; on pourra, par (*x(Mn[)l<‘, divisi'i' un ro('lang’l(', par doux 
s<M*i<‘S d(* trois parall(‘los a s(‘s (‘(^l<\s, <‘n nouf rcM'lanj^h's (‘I harriu' 
l<is points int<*ri(*urs a (udiii du milieu, (pTon olioisira d<j inaniiM'o 
(pu' son aii'(‘ soit (i ad) fois ccWv du r(‘(Uan{;lo primitif. I^iis on 
op<*r’(‘ra stir (‘Inu'iin d(*s huil r(‘(‘tanf»los ri'stanls ('ii r(Mnpla(;ant 
par ‘ 

( * } Si foil Hvuit 
f c*Ht mil. 


on aurait IVasrmhio Z ciui e.st, iiKisuralile J, parro qu(i 
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Parmi les ensembles non mesurables J clans le plan se trouvent 
cles courbes non quarrables, c’est-a-clire dont Fetendue exterieure 
n’est pas nulle; mais toute courbe non cjuarrable n’est pas n^ces- 
saii'ement non mesurable J. 

M. Peano a constriiit le premier une courbe cpii passe par tons 
les points d’un carre; M. Hilbert a ensaite indique une m(§thode 
geom^tricjue simple permettant de construire de telles courbes; 
toutes ces courbes sont non cjnarrables ). 

Pour avoir une courbe passant par tons les points du carre 
o^.rSi, definie en fonction d’lin parametre t variant 

de o a I , je pose 


quand 



2'^ 



a I, 


2^ 


2'^ 



32 3 „ 


oil les cii sont egaux a o on 2. Alors t fait parlie de Fensemble Z 
de la page 26. 

Soil line valeur de t non contenue dans Z, alors ellc fail parlie 
de Fun des intervalles qui ont et6 enleves dans la construction de Z ; 
soil (^oj ^0 cet intervalle. Aux points et de Z correspondent 
les valeurs .^o, j)'o ; alors oli pose, pour tout Fintervalle 

(^ 0 , ^0 : 


X = .To 


■^1 "-370 






— ^0 


t 


t,). 


Dans (^07 ^0 1 ^ courbe se r6duit done a iin segment. 

Notre courbe est completement d6finie, mais, pour parler de 
courbe, il fauL demontrer c|ue x et sont des fonctions continues 
de t dans (o, i). II suffit dvidemment pour cela de le demontrer 
seiilement pour les fonctions x el y de t ddfinies sur Z. Et cela 
resulte dii fait que, si t (appartenant a Z) est assez voisin de 9 


(') Peano, Sur une courbe qui remplit toute une aire {Math, Ann., 
Bd XXXVT). — Hilbert, Ueber diestetige Abbildung einer Linie auf ein Fld- 
chenst lick {Math. Ann., Bd. XXXVIII). La courbe de M. Hilbert est dcHinie k la 
page 23 du Volume I de la deuxi^me edition du Traite d’ Analyse deM. Picard. 


Dl'lI'lNlTlON (iKOMIOTlUOlll.: l)K l/lNTI^KJ U AM]. .fO 

(np|)aii(‘iiaiU aiissi a Z), \cs lui prcanicrs (‘hiirr(‘s 

(Ir t, <‘('i‘ils (Ians !<* syslciu<‘ <l(‘ l)as(^ soul |(js in(nn(\s <|U(^ poui' 0, 
(•’(■sl-a-(liir Ics „ |)ivnii<‘r.s chiirnw (l<! .v{l) cl ./•(Ojd’uuc purl, 
<li i (/) c| (Ic ) (0) (luiili'c purl, soul Ics iiicincs (piuiul ou (uu’il 
(•<‘S ('()<nal<»nn<‘<‘s dans l<‘ syslnnn^ i\c. I)as<? *>.. 

Noire coiirl.c rcinplil hicii loiil Ic ciirrc, cll(i pass<! nieme plu- 

I'io- rcriaiiis poiiils. On dcmonlrc ra(dlciii(!nl (pi’il ii’cu 

jHMil pas <dr<‘ aulraninnil ( ' ). 

( A (pii \ i(*nl <1 (‘tr<' lail dans h* (*as d’mn^ <il d(* d(;n\ dinunisions 
p(‘nl (‘V id<‘in nnnU (‘I r<‘ r’('p(*l <; dans In (ais d’nn noinhia^ (pi(d(a)n(|n('' 
dn dinHMisinns. 

Imi parli(’nli<‘r, dans l<‘ (‘as d<‘ irois dinnnisionsj on (h'dinira l<‘ 
v(dunn‘ d'un doinaiin*. (ada <‘xi^(‘rail, an pn‘alal>l(‘, la d(‘liniliou 
pr(‘cis(‘ d un(‘ sni*la(‘(* l<‘nn(‘(‘ <^1, pour la d('dimlion d<\s domaiiHJS, 
d<*s(*tnd(*s anaio^n(‘s a (‘<‘ll<*s d(^ M. Jordan sni* Ins (’onrl)(‘s InmnUis. 


II. * l>(\linition de dlntrgntle. 

S(Ht nn(‘ lonnl ion / ( ./' ) (‘ontiinn’i posiliv<‘, d<dini(! (huis nn inUu’-^ 
vall<’ p(»siiij ( (/, /;), (‘1 j(‘ doniain<‘ (///liA (pn* nous lui avous 
altaj'hn i, p. ‘-O. (Ihnrnlions si n(‘ doinaiin* (‘sl <juarral)l(‘. 

P(»nr nnla, divis(nis { h) (ui inl<‘rvall(*s pai'li(‘ls 5,, O 2 5^,. Ia‘ 

(>lus f!;rand r(*nlan^l(*, d(‘ hasn 0/ <‘l donl Ions l<‘s poinls (onl parli(‘ 
du d(nnain(‘ a pour haul(‘nr la lliniu* inlV‘ri(‘ur(‘ // d(; f 

dans 0/. Ia‘ pins p(‘lil r<‘(‘lanf;l(‘j d(‘ l>as(? 5/ nl (pii (U)nli<‘nl tons l(\s 
pdunfsdu dornaiiH* (|ui s(‘ proj<‘ll(*nl suro/, a pour haulxuirla liiniu* 
.supnri<‘ui*n L/ d<* / dans 0 ^. 

Ih (MM’i t'(*sull(’ (|iH‘ l(‘s d<‘n\ sounn(‘s 

s ^ 8 //, s 


P) On tnMiv<*r.n an (Ihapin’r VH. \\ nn (;x(;rnf>l(!! dc* r<‘tnjiiloi (ju’on jxun fairi- 
diinn rrrt.unn riUHoniH’m«‘ntH dr ia c’nurhc! dr INtano rt d(*s rourl>(\s analogue's. 

La (’out’lH* dc* Penneo nnl ((uthu ruble J <u, <t’(Uendu<‘ non niilb^ (die n(‘ pent servir 
it NiiUter nn tlonuiine. II (‘xinie den courbeH sanH point imiltipb* til non (juarrabb^s ; 
t en etntrbeH itc* sonl pits ntesurableH J, edies peuvent. s(?rvir I't liniite.r (l(!s doinaines 
non i|uan*j»blrH. l enV' W.^ IL Ostjonn, /i Jordan cur^u* of positive area ( I'ra/is. 
0/ the Affter, Mat. Sae., ojod) on IL LKitKsaur.^ Sar iv prohlenie des aires 
( /itdi. tie la Soe. math, de France, ipo.'J), 
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tendent, quand le maximum des 5 tend vers zero, vers des limites 
determinees qiii sont les etendiies interieure et exterieure du 
domaine. Or S — S tend vers zero, carles fonctions continues sont 
a oscillation moyenne nulle, le domaine abHA. est done quarrable. 

Si nons employons la methode du debut, si nous appelons 
integrate dejiaie de f dans {a^ b) I’aire de a6BA, nous retrou- 
vons I’integrale de Cauchy. 11 n’y a, eiitre cette definition et celle 
de Cauchy, qiie des differences de forme. 

Dans le cas ou f{x) n’est pas toujours positive, la courbe AB 
rencontre Faxe des x un nombre fini ou infini de fois et I’on a 
deux especes de domaines, les uns au-dessus de ox^ les autres 
au-dessous. Chacun de ces domaines est quarrable d’apres ce qui 

La somme des aires de ceux qui sont au-dessus de ox^ dimi- 
nude de la somme des aires de ceux qui sont au-dessous, est, par 
ddfinition, I’intdgrale de /(^) (^). 

Considdrons mainlenant une fonction fi^x) quelconque, ddfinie 
dans I’intervalle positif (a, b). Soit E(/) I’ensemble des points 
dont les deux coordonndes sont liees par la seule condition que 
y ne soit pas extdrieur a Fintervalle positif ou ndgatif [o, f{x)\, 
En d’autres termes, on a 

,2 

yf{x)^^o et o^y’^^^f(x) . 

L’axe des x partage cet ensemble en deux autres : les points 
sitiids au-dessus de ox forment E^[/’(^*)], ceux qui sont au- 
dessous forment E 2 [/(^)]. Quant aux points situds sur ox^ on 
les mettra indiffdremment dans E^ ou Eo, cela importe peu dans la 
suite, car ils forment un groupe intdgrabJe du plan. 

Par analogie avec la ddfinition prdcddenle, il est natiirel d’ap- 
peler integrate de /la diffdrence 

lorsque E| et E 2 sont mesurables J. 

Lorsqu’un ensemble n’est pas mesurable J, son dtendue pent 


(^) Les deux sommes qui figurent dans cette definition existent bien, puisque 
I’ensemble de tons les domaines peut 6tre enfermd dans une circonf^rence de 
rayon fini 
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(Mr<' (‘onmn^ uii nonibn* doiil. Ics (i(‘ux 

limiU‘s (r*ni(l(‘t<‘rmin;irKm soul les (‘UmkIuc^s liUdn<nir(^ cl (^xldr!eu^(^ 
ilv r<‘ns<‘tnbl(‘ ; vr\n cotidniu pour I, aux d(Mrv litJiil(‘S d’indclci- 
tniiial ion 

Nous albuis cal('ul<*r (‘<‘s d<uix linnl(‘S (riudcUnaninaliou (it pour 
cola supposons (Tahonl <pi(‘ /’ rd<‘sl jamais iicgaliv(^, ('.’(\sl-a-dirc 
<pM‘ \\>2 (‘onli(‘nl aiKMui poinl. Lc' (‘ab'ul d(*s clcnducs iiil.crieiirc 
cl t‘Xlcri(‘un‘ dc K (on l^i ) s<‘ fail (‘omim^ dans Ic cas ou / cst 
('onliiuic, c ^'Sl-iWd ii’c (pN‘ (U'S cl(‘udii(‘s soul l(‘S InniU^s d(^s deux 
nondu'cs S (*l S. la‘S ct<‘ndu('S sonl don(‘ \vs ialcf»ralcs par defaut. 
<•1 |)ar <‘\ccs d<‘ /*. 

Pour <Uu<li(*r Ic <‘as j;('n('Tal |>osons / • “ eu csl cgalc 

a / <|uaud f csl posili\(‘ ou nullc, (‘I <‘sl. uull(‘ (piaud / (^sL ucg‘a~ 
liv<\ (hi a alors, (‘vldcmnnnil, 

■■ /'/>'/•'■• '•c|K.(/)l ! 

! !■;, ( ,/■ 1 1 / J\ <f-r, r, I {/)\=-. I 

<lon<* 

I / i f /i<l>\ I ■: f I —A</.r. 

11 c.sl, cii griu-ral, iinpossililc <!<' rciii|)lac.cr lies soinmos d’lnU'- 
}>ralt‘s par fx<-rs ou par <lrl'aul par Ics inlc};ralcs par cxccs ou i)ar 
(l<'■f■aul (l<‘ la soiuuu- (p. •I '! >, parcc ((uc Ic luaxiiuuiu <runc souuuc 
csl, ci> f-cucrul, plus [ii'lil <pi<- la soiuuu^ ilcs maxima dcs termes 
dc la somme, taudis (pic Ic minimum ('sl, f^iumralcimnU, plus 
grand ipic la somme dcs minima. Mais id, dans loul inlcrvallc, Ic 
luaxlmum (ou Ic minimum ) dc ./’ ~ /j csl liicn la somme <l<'s 

maxima (on dcs minima) dc /i cl dc — f-i- On pcnl done eorire 

I I Jdx. i “ j f<l-r. 

iVous rr/rnavoffx ainsi les inU^gralcs tie M. Darhoux et. nous 
fti o/ix Iciir xignijicnlion giU>rntUrit/ne. 
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Remarquons qiie E( /) est mesiirable J quand et Eo le 
sont et que, iiiversementj si E(/) est mesurable J, Ei et Eo le 
sont aussi. Aiasi, notre definition geometrique de I’integrale 
s’appliqiie lorsque E est mesurable J, mais, dans ce cas, et dans ce 
cas seiilement, 1 et I sont egaux, c’est-a-dire qiie les integrales 


f fdx et J f 


dx sont egales, done : 


Poiu' q upline fonction bornee f soil late gr able an sens de 
Riemann, il faut et il sujfit que E(y’) soil mesurable J super- 
ficlel/ement ; dans ce cas, I’ on a 

I = J f dr. 


La definition geometrique de Tintegrale est entierement equiva- 
lente a la definition analytique donnee par Riemann. 


CHAPITRE IV. 


LKS FUNCTIONS A \ A U I AT I O N BOUNKI*: 


1. — Les fonctions a variation borne e. 

La notion de luesure llneaire esL une ^eneralisalioii de la notion 
cle longueur d’un se^inent, une autre genera lisa Lion conduit a la 
definition de la longueur d’liu arc de courbe. En etudiant les 
questions relatives a la reiaification des courbes, nous aurons 
Toccasion d’ajipliqucr quek[ues~uns des resultals que nous avons 
obtenus sue rinte^rale; nous verrons, en aieuie lenijis, [’impor- 
tance d’une classe de foinaioiis definies jiar M. Jordan : les fonc- 
tions a variation borink^ 

Soit une fonclion /(/') liornee (’) definie dans un intervalle 
positif fini b). Parta^eons (a, b) a I’aide des |)oinls 


la soiujiu^ 


a Li ™ ^2 = • 


.c( ,.=z b: 


V = \f\(tx) — f{ao)\ -H |/(«2)— /(^i )! 


I./Voj — /(««-! ) I 


est ce que I’on aiipelle la \ariation de /*(./•) pour le systeme de 
points rq), a^. Si, cjuei que soit le systeme des points de 

division, c est bornee, la fonclion est dite a variation totale finie 
ou, simplenient, a variation bornee; la variation totale etant, par 
definition, la plus grande limite de e quand le maximum X de la 
longueur des intervalles partiels employes tend vers zero. 11 est a 
remarquer que si, entre les jioiiits de division clioisis, on inler- 
eale de nouveaux. points, on augmente c ou, du moins, on ne le 


(^) U est d’aillciu'S evident qu’uue fonciioa non bornee ue pent satisfaire aux 
J(SfiniLious qui suivcnt. 
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diniinue pas; en intercalant ainsi indefinimeiit de nouveaux points, 
de maniere qiie a tende vers zero, on a une suite de nombres o 
tendant vers une liinite, finie ou non, qui est an moins egale au 
nombre dont on est parti. On pent done dire que la variation 
totale de f est la limile siiperieure de I’ensemble des nombres (’ ( < ). 

On VO it aussi tres simplement que, dans les definitions prece- 
dentes, on pent rem placer p par 

O = tOj -+- (x>f> — !— . . . -f- W/i. 

ou isii est I’oscillatioii de /‘dans , a^), les extremites comprises. 

A cause de cette propriete, quelques auteurs appellent les func- 
tions qui nous occupent fonctions a oscillation totale Jinie ; 
I’oscillation totale etant la limite superieure des o. 

Une fonction a variation bornee est integrable ; elie est, en 
effet, a oscillation moyenne nulle, puisque cette oscillation est la 
limite, quand A tend vers zero, de 

2 (' ai — at-x ) ^ = X S == X 0 1 X 0 , 

O etant Foscillation totale de f{x). 

L’integrabilite resulte aussi de cette proposition evidente : les 
points en lesqaels une fonction a variation bornee a line oscil- 
lation superieure a a. ( a >> oj sont en nombre fini et, par suite, 
forinent bien un groupe integrable. 

Choisissons des nombres a^, ao, ... qui lendent vers zero en 
decroissant, Les points en lesquels Foscillation est superieure a 
sans etre superieure a a,/_, sont en nombre fini, de sorte une 
fonction a variation bornee a au plus une infinite clenom- 
brable de points de discon tin uite. 

La reciproque n’est pas vraie; il existe meme des fonctions 
continues a variation non bornee. 

L’oscillation d’lme somme -f- /o etant, dans un intervalle 
quelconque, au plus egale a la somme des oscillations de /, et /o. 
dans cet intervalle, Foscillation totale de H- f, est, au plus, la 
somme des oscillations totales de et /o. Done la somme de 
deux fonctions d variation bornee est une fonction a variation 
bornee. 


(^) El non plus la limite superieure de la limite des nombres 
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l)<*s i‘ais()nM(‘in(‘iUs |)(‘riu<‘H.rai(‘ul dc dcnumlier (ju<‘ 

l<‘S <)|)<'rali()as a la [)a{^<‘ do, snr d<‘s lon(‘lions inld^i‘al)los, 

doniH'tiil d(‘s IdiK'lions a Nai'ialioa l)orn(*(‘ (|iiaiid (dies sonl. (dl(a> 
lue<‘s S(ir des loiKiioiis a \ai‘ialioii bornc'c*. 

Mais il idesl pas \i‘al (jir(iii(‘ S(*ri<‘ iiniroriiKdiKaU ('oiu er^(aiU‘. 
d<‘ fonelions a \arialion Ixn'iaa^ domi(‘ iu'*(‘<‘ssaii’em(‘ul ii ii(‘ I’oiK'llon 
a vaidalioa l)orn('(‘. La j)ropri(d<‘ (pil i‘(‘n»pla(‘(‘ (adl(‘-la (‘si la siii- 
vanl(‘ : 

L(( limits vers UtijueUr tend it(ttiforni(h}ient off /ton) t//ie 
sf/it(* de fo/tetio/is a eard/tlo/ts tohtles n// pfns eddies d IVI t\^t 
((/le fo/tction dont In odri/ttion totdi.e e.s7 //it pLtis eg<d(' d M. 


lui (diet, [)r(‘nons niu* divisi(m d(‘ riiU(‘rvalle, la vacialiou <a)rr(‘S- 
pondaiU(‘ d(‘s l<‘rnu‘s d(^ la suiu^ Uaul \(‘rs la \arialion ndaliva^ a la 
!inul,(‘ (‘I a la division (MOploycM*; doin', vaidalioii (‘Sl. an j>liis 

(*j;al<‘ a M <‘l il <‘n (‘sl d<‘ luenn* d(‘ la Narialioii (olal<' d(' la limil(‘. 

( 1(* (|(ii pi’(‘e(‘d<‘ nous [X'rnn'Urail d(‘ ('il(‘i’ d(‘s I’oiniions a Naria- 
lion lolal(‘ boi'ina*, liiK' foiu'lion (‘roissanU* (‘sl, (ui ('Hel, niu' foin'- 
lion a \arialion lolab' (ini(‘ (‘I (‘^ab^ a /( A ) — J\d )] d<* nnniu', niU' 
I'onclion d<‘<Toissanl<* (*sl a varialion borinx*. l^n-sniU', la diHe.reina^ 
de d<‘n\ Toin'lions <‘roissaul<‘s (‘Sl. nne (onelion a variation bor•n(a^ 
INons allons d('*inonli‘er inainl<‘nant la rid'iproipn' : todtt* fo/d'tlon. 
d varidtion f/or/iee est Id di [ferenee de deux fttnetio/is jantdis 
deeroisstt ntes , 

Leprenons la vardalion 


el soil ft la soinnn' d<‘ <‘(dl{*s d<^s qnanlilns J\di) — J\<U^\) 
sonl jM>sili\(‘s (‘I n la soninn' d(‘ (adles <pii soul u('j;aliv<‘S. On a 
<‘s id< nniiKnil 


(Ton 


(’ p f //, /( h ) /■( (t) ft — //, 

(' r '/.p t ./*( f/ ) - “ ./*( 1 / ), e ; • - I /{ h ) ‘ j\ a ), 


ft <‘st la \arialion posilive pour la division ('boisI(\ n la variation 
n(i^ativ('. la‘S deux deridi'n'S e;;alil(^s inontnnit (pie l(‘s liinit(\s 
snp(‘ri<nir('s V, L, N, d(‘ <|U(‘ Ton a|)p(dl(^ vdriatiofi toUde^ 
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variation totale positive, va7‘iation iotale negatis'e, soul liccs 
par les ineines relations que e, p, ii. 

Solent V(,r), P(.z*), N(.z‘) les trois variations tolales dans 
(./* a), on a 

f{ X .) = f[ a ) -H P ( X ) — N ( X ) . 

Mais P(^) el N(.z*) ne peuvont pas decroitre (|uand ;/• (ooil, 
done le tiieoroine esL demontre. 

On a, de plus, 

V (x) ~ Pi X ) -v ^(x). 

Une fonclion a variation bornee pent etre inlse d’uue indnite d(^ 
inanieres sous la forme d’une diHerence de deux fonetions <‘rois- 
santes. Si Ton ajoute a P(;r) ct ]N(./) line menu' foiKUloii 
non decroissante, on obtient deux fomuionisi non de(‘-i‘oissaul(‘s 
P^ (j:‘) et (,z*) telles que Poii ait 

f(x)=f{a)-^[>,(x) - 

On veil facilciuenl que les fonetions non <le(U'oissanU‘s [\ el N, 
les plus ^enerales satisfaisaiit a eette enable soul (‘dies qui vienmml 
d’etT'e (ionsLi'uites. 

Pour e.aleulor la variation totale (I’line fonellou dis(‘,ontinu(^ 
eomme limite d’une suile do \ariallons il faut (‘bolsir d’uu<‘ 
maniere tj'c\s |>artl(udi(U’e les j)olutsde division; par exempbj, pour 
une fonetioii qui esL partout nulle, sauf a rori^ine, il faul (|U(‘ 
I’origine soil un point de division. l\)ur les fonetions (auitlnu<\s 
on a cette propri(^le : la variation a ne fonclion cotitinue , r<da- 
li^'c a nne dis'ision quelconqne , tend nnifornienient vers la 
variation totale de eette fonclion qu.and le nuixinmni \ de la 
long near des inter ea lies emplojaKs tend vers zero. 

Soienl, en ellet, deux suites de divisions ... 

j)our lesquelles les X Lendent vers /a'roj el soil 1/ la valeur d(‘ K 
|)Our A/. .Le inaxliniun de roscriJlation d(; /'{ r) dans un int(‘rvall(‘ 
d’elenduc A/ est un nombre e/ (jui lend vers ztiro a\ e(; )./. (a>m pat- 
rons les vaj'ialions e/, e'^- relatives a D/ et A^r. 

Les inlervalles de Ay (itanl toujours partakes en deux elass(‘s, 
soienl cV eeux qui nc eonticnnenl aueun des |)oints de division 
de D/. Consid(^rons tons eeux des <^/'((ui sonl entre .// ct.r/^<, ils 
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<‘<)H\A-(‘nl ui\ itU(‘rvall(^ donl Pori^liH* esi cntro .x'l cl ./*/ -h );/ <‘1 

r<‘\lrcnnlc <\si (uUrc cl L(*s valcui's dc /(./“) 

pom* ()ri^lu<‘ (‘l (‘(‘lU' <‘\lr<‘milc <liHV*rciil d(‘ sj an plus dcs 

n(uul)F’<‘s /’(./v), ). <‘()ulril)ulion dans Cy dcs lulcrvalhis 

cousid(d'(‘S <‘Sl d<)u<‘ au inuiiis 

I ,/ ( *^7 i 1 ) - ./ ( ) I — '* £/, 

cl la <‘onh’il)ul iuu d(‘ Iufis I<‘s dans <‘sl au uioiiis <'^^al<‘ a 

- 1 1 ./’( 1 1 ) - ^ /( — --- (’/ — n Zj , 

si Ics puiuls d<‘ division d(‘ I)/ soul (ui ii(>iul)r(* /?. On a, a plus 
rot‘l<‘ t'aisou, 

(i Tuik* <pud<‘on(pi(‘ dcs liuul(‘S d<vs Cy <\sl au inoins c^alc a I’nuc 
<pi(‘l(U)U(pi<‘ dcs liuiih'S <l(^s c/. Mais on p<Mil p(‘rinulcr Cy cl c/, <lou(* 
cl l(‘s c/ l(‘nd(Mil vcu's uu(‘ nu'uu^ liiuilc l>i<Mi dcl(u*iniu(u‘. 

Voii'i un(‘ <‘onsc(pi(‘U(‘(‘ iiuuHalial(‘ d(‘ (a‘ll(^ pi'oprlcU'. : /c.v tJ'Ois 

vtfriff fio/ts (V idu* foiicdan coiUiiiuc a varudion hoi'nee 

Si>nt d(\s Jo/icfio/fs (’o/di/nfes. II suHil d<‘ l<‘ dcinoulr(*r pour V(./) 
puis<pi<‘ (‘I s\‘xpriuu‘ul iuHU(alial<uu(*iil a l’aid(‘ d(^ 

/'(,r ) cl <1<‘ \ (./' ). 

IN)ur cal<‘ul(‘i‘ V"' (^. /’,)), j'(‘iu ploi(‘ mu* division <'7,, ./'i, ./■,/, ./*o ; 

la varialioii c (‘orrcspoudaul a division <‘Sl <'f;al(^ a (‘(*llc 

<*ori‘<*spondanl a ./‘fj plus |y’(.7*o ) — doiu* 

au |)lus <‘pd<‘ a 

^ ^ ^ ' \J ^ •f'n ) I ( *^*0 ~ " iy('^*<> )"””■,/( ) I > 

(*t puis(jU(‘ /’(./*()) —- /’( .77, ) l(‘nd \<‘rs zero, (piand on lail UuulrF* 
vci’s Z(*i*o l(* maximum dc V(./7)) <‘sl au plus cj*al(* a 

\ (.77) o). Mais \ (.7') <‘sl mu* foiu'lion <‘roissanl(‘, 

Vf . 7*0 ) -- Vt./*,,- ~ O), 

la foiniiou csl (‘onlinm* a f;au<*lu‘. 

iMudions la \arialion lolal<* d<*y’f (./’) - . 7 * ) (mlr<i — h (*l —.77 

(.7- - //): variation lolah* csl cvid(*mm(‘nl <*pdc a 

\ ( h ) - V(.r ). 


ConsidetUM* (‘omme* roiu'lion d<* -.77 (*ll(* (xsl (‘onliiun* a j^amdic 
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de — ,^ 0 ; done, en tanl qiie foiictioii de .r, elle est continue a droile 
de .^ 0 . La fonction V(.:r) est done continue. 

La seconde partie de cette demonstration suppose essentielle- 
inent qiie la fonction est a variation bornec. Si V(;r) devenait 
brusqueinent infinie pour .y>>.ro, et nous verrons que cela est 
possible, le symboIeV(^) — Y{x) n’aurait aucun sens poiir.r>> .'To- 

Puisque P(^) et sont des fonctions continues, toute 

fonction continue a variation bornee est la difference de deux 
fonctions continues non decroissantes. 

La variation r, pour la division D, a etc definie seuleinent dans 
le cas oil D ne contient qii’un nombre lini d’intervalles ; j)our la 
suite, il est utile d’etudier un cas on D comjnend une infinite 
d’intervalles. C’est le cas on les points de division de D fornient 
un ensemble reductible E; alors nous appellerons variation //, 
pour cette division, la somnie de la serie 'L\f[xi ) — 
etendue a tous les intervalles xi) contigus (’) a E. 

Nous allons comparer I’ensemble des \ ariations u qui viennent 
d’etre d^finies a I’ensemble des variations ^ anterieurement delinios. 

L’ensemble des u contient I’ensemble des c, done la liinile 
superieure de I’ensemble des u est au moins egalea la limite supc- 
rieure de I’ensemble des II siiffira de demontror quo a est ton- 
jours inferieure a la variation totale pour qu’il soit prouve que la 
limite supcu’ieure des a est la vai'iation totale V . 

Soit (a, [3) un intervalle contigu a E'. Soienta^ et[3^ deux points 
situes dans (a, [3); la contribution de (ai, [3|) dans U est au plus 
egale a celle qu’il fournit dans V, puisque E ne contient qu’un 
nombi'e fini de points dans (a^, pi). Faisons tendre les points 
et pi vers a et p, la proposition reste vrale et I’on troup e que (a, p) 
fournit dans V une contribution au moins egalc a celle qu’iidonne 
dans u. 

On prouvera de meme que la proposition est vraie dans un 
intervalle contigu a E'' on E''^, . . . ; mais Fun des deri ves do E ctant 
nul dans (a, Z>), la proposition est vraie pour b). 

Ainsi les u peuvent rein placer les r. 


(') Un intervalle (^,_p est dit contigu a un ensemble E s’il ne contient 
pas de points de E et si ses extremites font partie de E on de K'. La denomination 
d’intervalle contigu est due a M. R. Bairc. 
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Lorsqii’il s’agit, (rune foiictiou conlinue, le nombre comme le 
nomhre tend iiiiiforni(5nieat vers la variation totale, quand \e, 
maxiinum )v (le la longueur des intervalles contigus a E tend \ers 
zero. 

La s(‘rie u (^lanL (‘on\ crgenle, la serie 
etendue a Lous les intervalles eontigus a E, est absolument conver- 
gente. On pent done parlor do la somme de ses termes positifs et 
de la somme de ses termes niigatifs, ces deux sommes peuvent 
servir a di^finir P et N. 

11 est important de remarquer qu’on ne pent pas remplacer 
Pensemble reductible E par un ensemble non dense quelconque 
sans que certaines des proprietcis pree(ideiites cessent d’etre vraies. 
Soit, oil effet, la fonclion ^{x) definie par 


cjiiand 


>, ct-i 

~ ^ • 




cr = 


li 

3 


¥ 




ou les a sent (igaux a o on a 2 .x appartient alors a I’enseinble Z. 
On vch'ilie immediatement que, pour les deux extremities d’un 
intervalle eontigu a Z, q prend la inline valeiir; nous assujettis- 
sons ^ a Tester constante dans un tel intervalle. est mainte- 

nant partoiit d( 3 finie ; e’est une fonction croissante et, cependant, 
Oil trouvera ziero pour iij si, parmi les points de division employies, 
se trouvent les points de Z. 

Je terminerai en donnant quelques exemples des di verses parti- 
cularities qui out lete signalees. 

La foiKJtion x sin - est legale a ( — i pour ,/* = ^ > 

l\ t: 1\ tt: 

2 2 

don(‘, si Ton enqiloie ces valeurs de x pour calculer a dansl’inter- 
valle on trouve 

T 2 2 

a = [ 1 -r- . . . , 

2K7t:~^ 3Ktx — ~ 

2 2 2 

et la fonction est a variation non bornee bienqu’elle soit continue. 
Pour une fonction continue nulle pour x inegatif, (egale a .z*sin^ 
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[)()ni‘ posilif, la variation totale de — i a .r sante brusquenicnl 
do o a cc (|uand ,/* ddpasse la valour o. 

fja fonctioii ./ sin - a iino inlinile do niaxinia cl do inininia, inais 
('olLc ooiidition no siiffit ])as [xvur (|u’iine I'onclion soil a vai’iation 
non bornde. l^a fonctiou .r-sin-^ adinol nii inaxiimiin on on 

nilniininn, el un soul, dans (diaqnc inlervallc / \ ; 

\^( K 71 ) ■' |'( K 4- 1 } TI I / 

si I’on reinarquo quo la valour absoluo do ce inaxiinuni ou do 
ininlmiini est an plus — ^ on voil (|uo la fonclion osl a variation 

(K7i:)2 

1 0 tale linle an |)lus dgale a 2 ^ — i — 

fuos doux fonolions prdcedonlos n’oiiL une inlinile do inaxiina ol 
do niiniina quo dans le voisinage de I’origine; si Ton veul qidil on 
soil ainsi aulour de Lout point, il faiiL appliquer le |)rincl|.)e de 
(‘ondcnsallon des singulariles. 11 est necessalre d’einployer co 
|)i'ineipe d’une facon assez particuliere |)aree quo la liniito vers 
la(|uelle lendenl iiniformeinent des fonctions a variation l)orne<^ 
pout elrc a variation non bornee el [)arce quc los ina.viiua (‘I 
ininlnia ne se (‘onservenL pas dans Paddition. 

Considerons les deux fom'lions, definies dans ( — i, -I- ib 

a{x) = X sin - , b {x) = x- sin ; 


Pune el Paulre s’annulent j)our — i el -j- i , la prcinier‘e osl a 
variation lotale V inPinie, la seconde a variation totale V borneo. 
/, (,//) designera Pune ou Pauti'e de ces deux fonctions. 

f\{x) a line infinite de maxima ct de minima c[ui se prdsenteiU 
<|uand X appartient a iin certain ensemble E,. 

f-y{x) est une fonclion continue qui s’annulo aux points do 
etqui, dans Pintervalle (a, |3) de deux maxima et minima (arnse- 
(‘utifs, est egale a 




/o(./') a mchne variation totale que /*j (./:*) parce quc, dans (a, 

Q ^ . 

la variation totale de est — V. 
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La foiK'lioii /*, H- a, dans (duu|uo iuLervallo (a, ^i), mn; 

inlinilc d<^ maxima el do minima; en (‘llel, si f^ — n^ ellc esi a 
Narlalion non hoiaice dans (a, [i) (i. si f\ — f\ a line cl(Vri\(‘e 
I>orn(‘e dans (a, fri ), (andis <|n(‘ la deriveo de f., j)reiid loiiles les 
vaLmrs |)()slllves el in'^alives. Soil Eo rensemhle des valenrs de x 

pour* l(‘S(jn(‘]l(\s /, 1- ™ (^*^1 nraxlimim on minimum. 

I^n op(*i'anl, a pai'lir* d(‘ E, 4 - carimne a parllr de E|, on 
foi'iner'a (Ton/, i 3~^/;r <‘l- l^;r (')- 

lui (‘onlinuanl alnsl, on dellnll les dKler'enls lei'rrres de la serie 

/’( ./• ) = /*, ( X ) -h /,> ( :r ) H- ^ /;, ( . 7 * ) 4- . . . , 

(|ul (‘Si. iinifoi‘m(‘m(‘t\l (a)nv(‘rf‘(‘nl(4 (an* | /)| (‘sl in(erlem*c a i. 

La foiH'lion (‘onlimn* ./(,/') a (l(‘s maxima el des minima dans 
loul inl(‘r‘vall(‘. Dans un lnl(u*vall(‘ (|u(‘l(‘()n([ue (/, /n)^ eii elFel, 
|>oui*vu (pK^ /i soil asse/ ^I'and, il y a [rliis de d(‘u\ poinls (l(^ E,^. 
Supposons (pi’il y all has Irois poinls (‘ons(amlirs /*, ,v, t de ]{//, 
/’(‘lanl (‘^’al(* a /)/ pom* (‘(‘s li’ols [minis, /’ aui'a un maximum on un 
minimum, an molns, (mh*(‘ /* (*1 t, sulvanl (pn^ .v (‘.ot*i*(asp()n(l a un 
maximum ou a un minimum. 

I)<‘ la i'(‘S(d((‘ aussl (pn* la vaeialiou lolale d(! / (^slau molns (^^‘al(^ 
a <*(‘lle (l(‘ /’, p 7^.,, /I* -f- • • . I- vai’ialion non 

lmi*n<‘(‘ (Ians loul lnl(‘i*Nall(^ si /', =r- <'/. \u <*onlr*alr(‘, si y‘, — />, la 
\ar*ialion lolal(‘ (l(‘ a*,/ <danl fiul(M*l inr(‘i‘i(‘ui*(‘ a V ^ 1 h AJ, 

/ (‘Sl a \ai*lalion l)oi*n(‘(‘ dans loul lnl(‘i'\ all(‘ (r’o//* p. ai ). 

( )e(*,u pons-nous mainUmanl d(‘s fom'lions (lis(‘(mlinu(‘s a vai'ia- 
lion I)()i*n(';(^ 

Voi(*l uiK* pr*oj)i'i(‘l('^ d(^s poinls sin|^ull(u*s, (pi’ll (Mail l*a(‘jl(i 
(I’allleui's d(^ m(‘lli*(* dii'(‘(4(‘m(*nl (*n (‘\ l(l(‘n(a‘, (4 (pii resulle Innm*- 
(lial(‘m(‘nl d(^ la (*()nslt’U(*lion (l(‘ la loiKUion a vai'lalion horiuM^ la 


(') INmo* cM.r<5 loul, a fail, rifjfoureux, il I’undi-ail <l(;tu()iUr(*i* ([uc la sotiiUK! des 
lonj'iK'iui'S des iaUu’v allcis coolisiis a iiilcrvalles ((ui joiKoU le r61(‘ 

lies (a, jii), esi egaU': a a la sototne des (linercne<^s fi — a. C('la cst prescfiie 

evideat cl I'esiillc, si Too viiiiU d(^ ee <(ue K,-h Km csL d’cStoadiic extei'ieure millc. 
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plus geiuu'aki a parlir de deiix fonctions croissaiUcs : ions les 
points de disco ntinuite d' mic fonction d variation i>orncc soul 
de premiere espece. 

Soil uu point dc discontiauile ; la qiiaulild 
S(. ( .r „ ) rrr /( ) — J\ Xq 0) 

csl le saul de la rouolion a gauelie de ./’o ; 

.S\/ ( Xo ) ~ /( .^0 -H < ) ) — /{ Xo ) 

esl le saul a droile de .^o, enfiii 

.s*(,roj = /(.ro-ho) -/(^o— <>) 

esl le saul an point ./‘o* 

Ce(d pose, coiisiderous hi fo/^ctio// des sail is de f{.r) 

f ( ^ Sti ( X/ ) -h 2 ( Xf ) , 

aC^Vi’^.r 

Oil (‘liacune des series eoulicnt tons les x‘i ipii satisfoul a I’iuegalile 
placec au~dessous du sigae S correspondaul. On Nerra aisenuuil 
(pi(‘ ces deux series soul ahsoluuienl eonvcrgeules ('I (jiie, si Ton 
pose 

/(x) = cp(.r ) 

A(./) esl line Idiiclioii coiiliuue a variation boriiei^; la vai‘ialiou 
lolale de /‘elanl la soiuiue de celles de cp el. d(^ 

La fouelioii discontinue la plus generale ipii soil a varialion 
Ijornik; s’ohtienl done, soil en faisauL la diffiu'cuce de deux foiu‘- 
lions discontinues (a'oissanles, soil en ajoutant a uni) fonction (;on- 
linue a varialion boiaiee la fonction des sauls o(.r). Cetlij s<iCond<‘ 
luelliode luonlre (|u’on jieiil cdioisii' a volonte renseinlile denoin- 
l)rablc des points de disconli unite, el ineine les sauls de droitii <^1 
de gauche s^ el pourvu ipie les series i\sv/(./‘), '^s^r(,i') soiinil 
a 1 ) s ol u 1 u e n I ('a > n v cirgen les . 

Par cxeinple, Fenseiuble des points de discontinuile pourra etre 
I’enseiuble des noinhres rationnels, les sauls elanl, quand a: s’eitril 
sous forme irrdduclible, 
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11 . — Le.s coi/7'bes rectiftables. 

Soil line courbe C defiiiie dans [a, b^ 

.r=rr.r(0, Z=:Z{t]. 

Considerons un polygone P inscrit dans cette courbe el doiit les 
sommets, dans l^irdre ou lls se reiicontreiit sur P, correspondent 

a dcs valeurs croissantes de ^ , a^, a^, b. On pen I 

considi^jrer P coni me une courbe d^iinie dans {a^ b) a I’aide de 
fonclions ^(/), d^-ales a x{t)^ -^(0 l>our les 

valeurs tp^ b de t. 

(]eci pose, soienl deux suites de polygones inscrits dans C, P/eL 
Ti:/, (it tels qiie le maximum des dilFerences telles que tende 

vers zero avec*. 4 d’une part, avec 4 d’autre part. La longueur d’un 

polygone etant la somme des longueurs de ses cotes, nous aliens 
comparer la longueur Si de a celle o-y de nj. 

Supposons que deux sommets consecutifs /n^, de P/ corres- 
pondent a t = et Les points de tzj^ [jl,, qui corres- 

jiondent a ces valeurs de l tendent, quand / augmente indefiniment, 
vers ///.,, /?Z 2 ; la plus petite des limiles, pour / infini, de la lon- 
gueur de Pare po esL done au moins egale a la longueur du 
cote Mais ceci est vrai pour cliac|ne cote, et la plus petite 

limite des o-y est au moins egale a .sy-. Par suite les longueurs si 
cl <Tj tendent vers la nunne limite quand z et j augmentent indeti- 
niment, et elles sont ton jours infei'ieures a leur limite. 

Lorsque le maximum de la longueur des cotes d^un poly- 
gon.e inscrit dans une courbe tend vers Z(h^o, la longueur de 
ce polygone tend vers la limite superieure des longiLeurs des 
polygones inscrits da /is la courbe ^ C^est cette limite que don 
appelle la longueur de la courbe. 

Une courbe est dite rectifiable si elle est de longueur finie. 
L’etude des courbes rectiiiables a dte entrepi'ise par Ludwig 


(‘) Quaud nous parlerons d’un polygone inscrit dans une courbe, nous suppo- 
bcrons toiijours cette dernierc conditioii remplie. 


Go 
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Scheeffer ('), puis contiiiuee par M. Jordan (-) a <|ni Poii <l<dl lo 
r(‘siillat siiivant : 

Pour cjuhine courbe salt rectljiable, il faut rt ll sajfil (fur 
les fojictions x{t)^ y{t)^ z{t) qui La definh^ent soienla. 
tioii bornee. 

En effet, iiii cote qiielcoiiqiie d’lin polygone iiisinal dans la 
courbe est de longueur au moins egale a cliacuiKi dos pc<>j'<‘c- 
lions 0 ^, 0 ^, Oz de ce cote sur les axes, et de loiigueui' au pins 
cgale a 3^+ 5^-1- Mais la somiue des projections o.r <‘■‘^1 la 
variation de la fonction x{t) pour les valeurs de t corrccsjiou-- 
dant aux sommets (^). La longueur du polygone est done snj)(‘-~ 
rieure a cy et et inferieure a r- ; la propriele <‘si 

d (bn on tree. 

De plus la Longueur de L'arc de d t (/ > /o) d'une courln* 
rectifiable est une fonction continue non decroissanie de 
puisque Pacci'oissement de cet arc, dans iin intervalb^ (|ii(J(*on<|n(‘, 
est conrpris entre les accroissements de et e-. 

Pour calculer la longueur d’uiie courbe, on [xuirra se scu'vir d(‘. 
(lolygones ayant une iiifinit(3 de sommets corres[)Oudant a <l(^s 
valeurs de ^ formant iin ensemble reductible; car le raisomnutnui t 
du debut s’applique a ces polygenes. 

Une courbe rectifiable plane est quarrable ^ c'ar si on la di vise 

(.‘11 n morceaux de longueur egale a clia(.uin d’(‘iix p(‘n( 

(‘iiferine dans une circonference de rayon et la soinnn^ 

ifi I n 

des aires de ees cercles tend vers zero avec -• 

n 

Supposons que y{t)^ z{t) aient des deirivees irUegrahb'S : 
alors \yft')\j sent aussi inUigrablcs, c'ai' on p<Mil 

(icrire 

;r'- = w, I I = -f. ii^ 


(‘) Allgemeine Untersachungen iiber Rectification der Careen {Acta mat he 
niaticay t. V). 

(-) Cours dAnalyse, t. I, 2“ edition. Scheea'cr et M. Jordan ont aussi t‘xa- 
mine Je cas ou x{t), y{t), z{t) ne sont pas continues. 

( b La CoLirbe x ~ x{t), y =z z ~ 0^ qui sort dans cc raisonnornenL, csl diio 
la projection sur ox de la courbe donnee; la projection sur xoy est x: r; /• ( / ) 
y ~y{t), z~o. 
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(it 

(‘I si I oil an ('ai'i'i'* on si Ton jirtuid ia I'aiaiK^ (‘arr(‘n arillnno- 

li(|u(‘ (Vunv foiK'lioii i iU<'f;'ral>l<‘ on nc. (a\ss(^ pas (Taxoir dcs l‘on(‘~ 
I ions iiUo^ral)I(‘s. 

Si /, /n, //, M, IN soul l(‘s liinilcs iiilopiiairi^s <‘l SMp('a‘i(iii i‘(‘s 
< 1 (‘ l./j, | r'l, |r/l (laiis Nil iiU(‘rvall<‘ {/,, /.), I(‘s somm(\s l(dl(\s 
<Hi(‘ • - /| ) (^ L (‘l<Mi(lu(\s a inu‘ (lixision (|u(‘l<a)iu| no (I<‘ 

{<'/, /}) (‘11 i n l<‘i‘\ all(‘s paiinds, Nonh'iil \(‘rs :^<n‘o (jiiand l(‘s inl<‘i‘- 
vall(‘s (‘inploy<‘s l(‘iid(‘iil \(*rs zoro. 

I.a <‘oi‘d(‘ /^ ) a nii(‘ lou^nonr o (pii \(‘rirM‘ l(^s iiu‘<;alil(‘s 

(f - ■ { ft ' fi ) "f" //- 0 (/j — /i ) I - -f' A. 

Doik^ nil poly^'oiK* iiis<‘ril a niu^ loii^iKnir <‘onipris(‘ (nili*(‘ l<‘s 

somiiK's IV/, \ <a)i‘i‘<‘spoiidaiU.(‘s, Si I’oa fail l<‘udr(‘ v(‘rs Z(‘ro, l(‘s 
louj^‘U(‘nrs d(‘s (‘(')l(‘s dn poly^'oiK* I' A (^l IV/ l(nid<*iil. \(‘i’s nii(‘ ukoik* 
(air IVm a 

iiA /, )( L /) i- i:(/ 2 ~- /i)(fvi //m 

i- i:( /.,~~ /, )(N // ). 

lai liniil(‘ d(‘ IVV (‘I 2 lV/ (‘sl la lon^n(‘iir d(* la (ainrlx'. Mais, 

pnis(|n(‘ ri iil(‘^ral(^ j \/./'--| \ (pii (‘\isl(‘ d’apivs nos 

• <1 

liypolh(‘S(‘S, (‘sl loujonrs (‘ompris(^ (‘nlr(‘ IV/ (‘1 I’A, nous ponxon^ 
(‘oiiclnr(‘ (pie, si j\ y’ , z' cj'isfr/t/ <'/ sonl iiif(^^'rn(>l(\s, /// /an- 
^'(uufr f/r /\tr(' ( //, /> ) (*sf 

.(> 

I y/y-s 1 y? z'- f/f. 

• tt 

1 a‘ raisoniKMiKoil pi'(‘ 0 (‘(l(‘iil monlr(‘ anssi (jnc si /"( ,/• ) (^xisl.<‘ sans 
(dr(‘ iul(*j;ral)l(*, (‘I nous x(‘rrons (pn* (‘(da (‘Sl p()ssil)l(‘, la lou^ncMii* 
d(‘ la (‘orn‘l>(‘ )* r. . /’( ./•) (‘Sl. <‘oiupris(‘ (•nlr(‘ l(‘s iiil(‘j;‘i‘al(‘S par d (dan I 

(‘I par (‘X(‘('‘S d(‘ i |- y’^-. 

iNous ol)ti(‘ndrons la ^(‘iioralisalion d(‘ (‘(‘U(‘ proposition, aiiisi 
(piVin r(‘snhal r(‘lalil' an (‘as on y 1 - - 1 (‘sl nn(Ml(‘ri\ (V*, a 

raid(‘ d(‘s (‘onsi(l(‘ral ions (pii sni\(‘nl. 

On snppos(‘ (pic g' <‘\ isl(‘nl ; alors, dn point 

<pi(*l (pi'il soil, (‘onnn(‘ orif^iin', on p(‘nl Irai'in' nn(‘ (‘ordc donl la 
lonj;u(‘nr y/o.rjj -t- qi -H o:;“ diircn* (l(‘ s o/,, an plus d(‘ la <piaiuil(‘ 
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(>2 

0^0 o” nous |)()u\()iis iiuviue assujeUir o/o a r[vv. 

iiifeiieurc a uiie corLaliie quanlilo (loiuioc a I’avaiu'e A. 

La courbe etant definie dans [a^ b)^ du [)oinl (a>rnin(‘ 

onglnoj lions pouvons Iracei* uik* cordo roinpllssaal l<‘s (‘ondi lions 
iiidiqiiees; elle correspond a /m). i)<‘ l-i nous pou\ons iracau* 
line noiivellc coi'de qui (‘.orrespond a Z;, ) el aiiisi dc^ sui((‘. wSi 
apres un noiubrc liiii d’opcralions on arriv(‘ cmi />, la (‘onslnu'lion 
csLainsi achcvce. Sinon les onl uii point liinilx^ Z^,) dn(|U(d, (‘oniun^ 
originc, on peuL tracer uiie cordci (z,,), Zt.j-fi), puis de Z(,) 4 .i on 
trace (Z( 04 .^, et ainsi de suite. Si I'on idatteint |)as b, on s<; 

rapprocln^ (Tun point liinite Zo,,,, a paiM.ir du(|uel on o|)er(‘ d(‘ in<nn(‘ 
qu'a parti r de 

On a ainsi des int(‘r\alles dont h^s origiu(‘S Z^ ont poui* indi(‘(\s 
les did'erents noinbres linis el translinis a. II faut demonli*(U‘ ([iron 
ai'rivera en b avant d’a\oir epuise la suite des uoinbivis iranslinis, 
c’esL-a~dire a Faide d’une iidinite d(hioniil)ral)le d’inl(U'vall(‘s. (ada 

est tout a fait evitlent, ear il iry a |)as |)lus d(‘ — ^ — int<u‘\all<‘S d<‘ 
longueur superieure a £, (‘l tons b^s intervalleSj etant super'icnirs 
en longueur a I’nii des noiul)r(‘s e, • • •? fomnnit un (uis(nnl>l<‘ 

lini on denoinbrable. 

Ij’enseiuble des valeurs Zi, Zo, ... (‘st redinitibh*, puiscpril <‘sl 
ferine et deiioinbrabb^ ; done on |)eul se servir des (a)rd(‘s Irac.eivs 
pour evaluer la loiiginnir de la ('ourbe. La sonnne* d(‘s longneui’S 
de ces cordes dillere do la soninn^ 

1 = 2C( Za-i-i — Z^) jr'^(Za) -+~ ), 

an plus de 

£ S ( Zo(-|-j - Z^) = £( Z/ ~ a ). 

Si nous faisons tendre siinultaneinenl e el X vers zero, £( h •*- n) 
lend vers zero, la soniine des longueurs di^s (‘ordes tend \(‘rs la 
longueur i> de la courb(‘, 1 tend don(‘ vers s, Mais, (Lapres la 
forme de 1 , on pent ccrire, si 4- est boi'ne(‘, 

/ z''^ dt '^s'S I ^'2 t-Zz. 

' ti 


Supposons maintenant (/ae H- 5'-, bornee on non, 
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soif la derivee dUine fonction ^{l). Si nous avons cholsi chaque 
i itlcPN all(‘ (/a. ^a+i ) niaai(‘r(‘ qn’il sallsfasse, non seuleineiit aux 
(‘ondilioiis precdthMunuMil, lM<li(|U(‘(^s, inais (‘ii(*ore, vc (jui osl [)os- 
sible, a rinof^allld 

£ o/oi I ^a) — o/a t^) ~H la.) 1? 

I l(‘n(l v(*rs ra(‘(‘i'olss(‘nH‘nl ^{h) - - ) ( 1 <‘ cr(^) dans b) (|uand 

£ (‘I A UnidcnU sininltan<‘nu‘iil v<‘i‘s zero. On a done 

.V ==: <s{ i) ) — a(a), 

l^a fongaear de l^arcest L\f.ccroissement de la foncAioii cr. 

J'a|)|)cl](‘ raU(nilioii sui‘ la (unislriu'lion cni|)l(>y<‘(* dans la 
( lemons Ira lion [yrecaalcniU*. 

Jo siq)p()sc ([idnn procode, permellanl de e.onslriilre un on 
plusi(nirs inUn*vaII(‘s ajaut pour ori^iini un [)oint qnelcioinpie 
ail cU) indi<|ue. Je diral (|u’nn inler\all(^ [a^ b) a ele eouvert, a. 
|)arUr d(^ a, [)ai‘ one (diadu^ (rinlervallc^s (dxoisis pju’ini l(is inl(n‘~ 
v allcis delinis [)ar 1 (^ pr‘0(aUle doune, lors((u’()n aura eonslrnil partic 
|)ro(‘.edd iin inlervalle (/<, t^) d’ori^ine puis un inUirvalle 

Oj d’ori|^in(‘ <‘ie., |)uis, si (‘(da (^sl n(a‘.essair(N un iulervallci 
(/(A), j (lout rorif;in(‘ (^si la lirniUi (l(‘ ^2? •••: ainsi d(i 

suil(*. II a (de d(nnoulr(^ ([iron arriv(‘ ainsi ne(a^ssai!‘(nni*nl a 
all(dndr(‘ b an houl (run nomhn^ (ini on d’um^ inliniu'^ d(;nom~ 
l)i‘al)[(i d’opcd'alions, d(‘ sorl(‘ (|ue la eliaiiu' (‘onslruil(‘ (ouvrira 
l)i(ui lout b] ( ' ). 


(‘j L<)i*S(|ut‘ 1<‘ doinH* fail coriTsponclrc- phisiiMirs iiiU'rvallcs a um; 

laOimc orij'iiic, il faul cUoisir tons cos inlorvall^'S c.elui iju'ou a[)i)cllci'a 

(‘lioix pcul. (dr(‘ I'ait arlatrairoincnl. si la iidci^ssilt* <lt* (dioisir n(‘ se 
prcstaili; <ju’un n(>inl)r(^ (ini (Ir fois. Si S(? prrstaiU; un nornbrr inlini dc I’ois, 
pouruviUir lus dillicul U'-is (|iii sui’f^isscnt (1(‘ I'cinploi (1<‘S mots « clinisir ntic in(i~ 
nilc de fois n, il vaul mioux suppriiner le (dioix on indiijuanl. suivanl. ([ludlo loi 
on d(‘iUa*tnin<‘ra ((f^, P<u*ini Lous les inlorvalles possil)l<‘s. Dans la demonstra- 
tion pn'ocdonU*, on pourra assujelLir tdia<iuo inUa’vallcr ( j ) a tHre le plus 
jj;rand qui salisfasso aux (’.onditions imposi'’*cs; il y a bi<m d’aillciui’S^ dans Ten- 
sernhlc dc ces inlorvalles, un inUn'vallc plus grand (jue Ions los auLres. 



CHAFITKE V. 


LA RKCllKRCllK l>KS I?’ (> N C T U> N S IMUMITIVKS. 


I. - U in te grille indvjlnir. 


Soil j\x') 
la (oiu'liou 


uuc (oiKitiou l)()rii(‘(‘ iiU(‘j^ral)I(^ (l(Wiui(i dans 
|H^(,r)rr= j f{X)dx->r\\ 


(*si rinte^i'afe itidejinie <1<^ /’(.^r). 

Kii a|)|)rK|iiaul ihcoroino <l(^ la iu<)y<nin(‘ ou soilinn^ i^i/tfr^ 
l^rale indejlfiie da f{x) est une f one lion continue, d vuiiuliint 
bornee { ' ), el (ju eUe adnieJ f [ x) pour derieee en tous les points 
oil J\x) est continue, 

(J>u<! so |>assol-il si /’(.r.‘) u’(LsI pas (‘onlimio en a? Mors il S(‘ 
jxoiUpril j ail unc doiavoo d^al(‘ a / (‘’os I l<‘ <‘as pour a 

si f(x) (isl uullo pour x (|U(‘lo.oii(|ii(i, ot (‘^alo a i (piaiid x vsi 
ria\ors(‘ (I’ua (uilior; il so jxuil (pi’il y ail ua<^ (l<u*i\o(^ <lillV‘“- 
r(mlc do /'(a), <‘.’osL l(^ <‘as pour a = o (piaud/ (.r) (‘sl[)aiioul aull(‘ 
sauf |)oia‘ X = o, il so pout ([ii’il n’yail pas do d<'‘rivd(‘, o'(‘sl l<‘ ('as 
pour a o <|uaud /{x) = <a>s4^|.r| [)()ur x o ol /(n) : o ( - 1. 

Aiusi I’iulo^ratiou [xail (‘ouduiro a des foiu'lious a’ayaal pas 
parUnil iiu(^ (lorivo<^ (a'lU^ (‘oasiupauioo a (U.(; si^ual(‘o par Ki<aaaaa 


( ' ) Jc ljiiss(‘ ail Icclcur Ic soiii dc diiiaonlna- ({uc la variation lotale dc F(.r} 
clans {(C^O) rst cxacU'inciit cgalea 

(-) I/iiiU'^ralc iuticlitiic csL alors ~ (siri4^1;rl -I- cosJ^ l-^’l )• 



i.v uKcuMucm': dms ^•()^<;Tl()^s imumitivks. 


G ) 


«|iii a ap|M‘h* I alltMilioii siir I iiU(‘i;ral(‘ indalinia de la loiiriioii 

./'( a* ) 


^ { //.r ) 




( \r\iv iiU<‘|4i'alr in(l(‘llni(' h' i,r ) adinrl /*( .r ) pour d(‘riv(*<‘ <|u«md .r 

»/> f I 


n rsl piiN di’ ia i urnu' 


Supposun^ "/ * rl faisoiis huidru '(j \rrs a par vahuirs 

rroiH^anlos, on a \u (pu' /{ I<‘ud \(‘rs /‘(a) 4 - d(m<\ 

' * ' • iG/fS 

d'aprrs l<‘ lIuMirrmr d(‘ la niov*tui<\ il vi\ <‘sl aussi <l<‘ <l(‘ 

I*' ( ) I*' I a ) 

\u (•(iiitraii'f IT raniinrl li-iuli'a mts /"(a) — ~ C,,!! 

londro \ (*rs 7. par \ alnirs <lr<*roissaul<‘s ; doiu' !''(./’) a'a pas <le 
d<’ri\(a* pour Irs valtuirs dr la rornu* ^ *• 

(Vrst Ir prrnii<*r rxriupir <pu' Too ail (*ounu d'uiu^ foiu'liou 

ii^MliurUant pas, r// /,»rV/rVv//, uiu* dr‘ri\r(*. ( )iu'onnaissail hitui d<'s 

foiudliuis, rrll(* dr ^ '.aurliv. par r\rnipl(\ { \ <pd, rn r<*i‘laius 

piduts, n'avait'ul p*»s ilr drrixT'r; mais revs points (*lai(‘nl rxta^p- 

llouurls, ils H(‘ loriuairut jamais uii (‘usrtnhlr parloiil (l(*us(^; <laus 

rrxrmplr dr liirmanu, au (amtrairr, il \ a d(»s points sans drrivr<‘ 

dans tout intrr\allr. la'prinripr d«‘ rondrnsalion drs sinf*ularil<\s 

nous donnrra autanl d'rvrinplrs (|ur nous 1(‘ \oudrons d(‘ I'oih'-' 

lions analt»|;uns a icllrs dr Hiomann ; si Irs s<ml Ions h's nond)i*<‘s 

, / ’ 'V"' riis l*r a*, I , . , ,, 

nitionniis, / ^ „ ou* rst um‘ dr <'rs (oiuMions. 

^ f jmmi I** 

1 * inl<‘*^rtd inn lournit drs foindions (pu n'onl pas loiijours urn* 
drri\rr. Par iinv indlluHlr loul(‘ diirriauilr, Wrirrsti’ass a <'onslruil 
imr fonrUon n’avaut jamais dc drriv<‘<' 1 ^ 1; il (‘sl rvidrnl (|ur riiilr- 
^ration nr piud pas doniH'r dr ti*ll(‘s fourlions : Ar.v en 

It^stjuels ifitt\iirah* itulrfinie n ad met pas de derievr foranuit 
Hit ensrtiiide dc mesave tutlU\ puistpir rrs points uppai lmnuuml 


I’ I t ri>* |». IS. L’lnU' grill** uidiHlitii* •^’obhiaU <*n iat<‘Kraia Irnuc it t(u’nu\ 

( • ) Vmr Juumut dt' vul, 7|), o» .Iuiuian, ('oars (ranalysr, r (Mlition, 

I, I, 3 III, 

lai tiHiftiiiii lit* Wriernnats^ rnt viuialicm r»<»n htirnre dans i«>ul iaLcrvalh*. 
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G() 

;\ reiiH(^nif)lo (l(‘s poiiils do (lis<‘onliuuit(^ (l(‘ la (oiu^lioii 

Lors(|u’iin(' foncliou /‘(. j-*) c.sl horiKu^, mais non inl('‘^ral)l(\ on 
peiilliii alUu'lua- fe.s deiw iatcgrales itidrjinies par <\rcrs cl par 

(J(\faal 

F ( ii? j = / /(.r ) cLr. -t- K, F ( x ) “ / / ( ./• ) dx -h K. 

* n * 

Ces (Iciix fotH'lioiis soul (a>iilimics, a \ai‘ialion l) 0 !‘n(Ui, el 
adinelleul /’ poai' darivecMni tons l(‘s points on /*(‘sl (‘oalinue (’). 

V la notion (riule”*ral(^ in(l(‘(iai(^ s(^ i‘alla(‘h(* nne genera lisa lion 
irnporlanUi do 1’inle^‘rale delinic^. 

Si line roiK'.lion /’(.^•) delinie dans {a.^h) (*sl non inle^ralilc' dans 
niais inle^rabh^ dans lout inU‘rvall(‘ (a, [i ) inleriinir a (a^h)^ 
on p(‘ul (‘S[)(‘rcr definir nne inlej^raht dans (a, h) on |)osanl on [irin- 
ei|)e la (aniliuuile do rinle^rali^ indefiniit el ini a|)|)li<|uanl l(js 
ni(;lho(l(‘S dii (jaindiy. 

On voil, faeihnnenl (jii<‘ l(‘s eondilions snp[)os(H‘s n<‘ sont jamais 
i‘ealisees si /’(,/.•) (‘sl bornee. Mais, si /\.r) n\\sl pas bornei*, on pmil 
elr(‘ (a)ndnil par la inelhodi^ do (laindiy a nn noinbia! delmanine; 
il eu sera ainsi mi pai‘li(‘uli(‘r si, anlour di* a ol |y'(./‘)| <*sl 

inrerl(nn‘(^ a ii m* loiK^lion d'ordri^ (rinllniliub* detmaninG, inferienr 
a I 

On pmil [‘(‘faire an sujia. do. I’inU'^rale d(‘ llimnann Ions lias 
raisonnmnmils Tails an suj(‘l (l(‘ rinle^rali^ di^ Caindiy el des [iro- 
(‘edes dc Caindiy-Dirieldel*, je n’lnsislii pas sur eit point ( ). 


(‘) La proj)ri6t(‘ relative a INniseinblc des points sans dth'ivee esl vraic^ au.ssi 
pour Ics integrales par cxees et par defaut; nous verrons (railleurs plus tanl 
(iu’ell(; uppartic'ut a toutes les foiu’tions variation hornee. 

(“) D^ine rnani(h’e plus generah*, on pent applicpier tons les theorenie.s (|ue Ton 
domic ordinainmirnl ndativeinent a rexislenee (rune iiUegralc (|uund la ({uantite 
plac6c sous Ic sif^iK* (rintegration devienl itdinie (ui un point. 

(’') A c(‘s ({uestioiis sc raltache unc g;(‘iH‘ralisalion dc rint(*gralc exposer [>ar 
M. Jordan dans Ic Toiru^ II dc la dcuxiimie ('dition de son Coara d\irt(thst\ Si 
les gi'unirulisations (III Icxlc pcrnictlent d(‘ didinir rint(‘grale de /(.r) dans tout 
intcrvallo contigu a un ensemble fernn* F, M. Jordan appcdle inle^rale de /(x) 
la somnic d(^s int(5gral(‘s dans les intcrvullcs (umtigus ii E. INuir (|ue rinit'grabt 
d’unc souunc soil la somme d(is inu^.gralcs, il faul ajouUo* (juc riHcndue e\t^- 
ricurc de i: doit ^tre nulle. A ccs (lucstions sc rattacbcni dcs travaux de Harnack 
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L’integTalion s’appllqiie a des Ibiictions (jiii iie sont pas des 
fonctions deri\ees. Une foiiction niille partout, sauf pour x= o, 
n’est pas une fonclion derivee, puiscpie sa fonction primitive, si 
elle exisLail, devrait etre continue, constante pour x positif, et 
pour .rne^alif, done toujours constante el cependant sa derivee ne 
serai t pas nulle pour x — o. Ceci montre que les notions d’inte- 
grale indelinie et de fonction primitive sont differentes. 

II seinbie que Ton ait admis pendant longtemps que la preinicn'e 
de ces notions comprend la seconde et que, par suite, rintegra- 
tion perinet tou jours de resoudre le probleme de la recherche des 
fonctions primitives. En tout cas, an lieu de s’occuper de ce pro- 
blenie, on a etuditi quels services pouvait rendre Fintegration dans 
la resolution de problemes, generalisations, en des sens divers, du 
probleme des fonctions primitives. 

Pour I'etude de ces prol)lemes il nous sera utile de connailre 
quel([ues proprletes des nombres deriv(Fs. 

Soil line fonction continue ('), prenons le rap|)ort 

, /T /‘(•'To H- //') — /(^o) 

^ 0 -+- ; 

et faisons Ituidre A vers zero. Si nous assu jettissons h a ne prendre 
(juedes valeurs negatives, la plus petite etia plus grande des limites 
du rapport sont les deux noitibi'es derl\xs d gauche au point Xq. 
Ces deux nombres, (jui onl etc definis et eludies [)ar P. du Bois- 
Reymond et Dini, sont encore appeles les ex/ retries oscillatoires 
antet'ieurs. Jai plus petite limite esL le nonibre device inferieur 
d gauche^ la [)lus grande limite est le nombre dej'ice si/perieuv 
a gauche. 


{Math. Ann., Bd. XXI, XXIV), Holder {MaUi. Ann,, Bd. XXIV), de la Vallt^e- 
Poussin (/. de Lioiwille, scrie 4j vol. VIII), Slolz ( Wiener Berichte, Bd. CVII), 
Moore {Trans. Anier. Math. Soc., vol. II). 

(•) On pent aussi considcrer le cas des fonctions discontinues, inais les deti- 
tions du texte nous sufliront. 
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Ell (lomiaiit u h des valenrs ()osili\ es on dell nil les deux iiOf)ihn*s 
dh'ives d droite on extremes oscilUrioires jiosterieiirs. 

C(is (jimlre iioinbres, (|ui uo soul pas ii(*(‘,(\ssaironioiil linis, sr 
noUiiil 

si roil vent ra])peler la foiKUiou /*ol la valiiin* ./*<, doiil II s’a^il on 
(kril )w/(.r„), A„/(.r,,') ('). 

La sigivincatioii g(;onietri(|ue do <‘.os iioinhros <‘sl siinpU'. Soil la 
(UMirl)c K = /’(.><:?), coiisiddroiis Faro AB d(^ <a‘ll(^ oourlx' v.ovves- 
poiidaiil a I’iiilervalle (.7;,), .^o + /O; snpposoiis-l(‘ posilif. d’oul.ds 
Ics droilcs joigiiaiit A a nii jioint (jnelooiK] no d<* ABsonl loMt(\s Ics 
di'oiles d’lin oerlaiii angle X A Y. Eaisoiis IimkIim* // mm's zenn 
I’aiigie XAY varie do tollo inanioro qin*, |)Our la valom* /o il 
(U)nlieiU 1.0ns ] os angles (airrespoiulanl au\ vahoirs in(V‘ri(Mir(‘s a /o 

Cecvi sufliL pour (ju’on on conidul I'exisloiKUi (1(‘ droil(‘s liiniUis 
?A, rj A pour XA el YA. Les coefliidouls angiilaii'(\s <|(^ (u^s <l(‘ii\ 
di'oiles liinilos soul los nonihres derives a droiUi. 

On pourra faire la figure pour la eourlx^ r = x sin pour.r o 

]<!S deux noiuhres derives iiiferieurs soul egaux a — 1 (‘( l(‘s d<‘u\ 
jio'nibres derives superieuj's sonl egaux a - 4 - i . Pour (a‘ll(‘ <u)url)e 
l’angl(‘ XAY osL fixe. Au (‘onlrain^, il varii^ pour la foiuiion 

. I , . I 

y .r sin 4- .r-sin ~ 

.7* .7* 

(pii adnn^l les nubiuxs nonibn^s deiiMxs (pu‘ la j)r(‘(M‘d<‘nl(‘ pour 

|j(xs noinhres derives peiiviuil i'ein|>la(U‘r dans (uu'laines <du<l(‘s 
les ddrivY'CS ordinaires. Dans TiUnde de la \arialion (ruu<‘ foneliou 
par exein|)le : si les nondires derives soul Ions (jualri' posilifs, la 
fonelion esl ('roissanle; si l(^s d(‘ux noinbres deri\<'s poslini'inirs 
sob I posilifsy la fonelion esl eroissaiUi^ a droib*; si l(‘s <l(ui\ dei'ives 
])Osldri(‘iirs soul positifs el les deux anierieurs u(‘galifs, la fone,'- 
lion advnel un iniuiinuni |)()ur si les d<uix iioiubnxs d<*» 

rivds a droite soul de sigiies (‘.ontraires la fonelion n’<‘sl ni eroih- 


(‘) On emploie aussi (luclquefois les notalions D_, 1 ) , !)♦ (ui d , l> 

d^, 1),. 
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saute ni deeroissante a droite de x ~ naais si I’un des deux est 
!iul oil lie peul plus rieiidire. 

Lorsijue oil (lit rpie la fonction admet uiie derivee a 

droite egale a A,/; si A^r ~ la valeur de A^ est dih'wee a 
gauche. 

Si A^/ \^i = A^ “ la fonction a une derivee egale a ka. 

(^ette dcdiiiitioii est idenli(jLie a la di^linition classique sauf Ic cas 
oil kd --- zh co ('). 

Faisons iin(‘ appiieation de ees definitions a I’integrale. Le 
lh(‘or(‘me de la nioyenne doniie 

i^r[F(x), a, PJIL, 


si F est rune (|uelconqae des trois inl^grales indefinies etsi I et L 
sont les 11 mites inferieure et sup^rleure de / dans (a, [B); on pent 
rneme siipposer (jue a est exclu de fintervalle (a, P). 

Si nous Faisons tendre [i vers a par valeurs plus petites que a, 
nous voyons que le nornbre derive superiear d gauche pour 
X — a une des integrates indefinies ddiiie fonction bornee 
f{x)^ est a a plus egal a la liniite superieure de f{:r) d gauche 
de a et le nornbre derive inferieur de f{x) d gauche est au 
mains egal d la liniite inferieure de f{x), d gauche de a. 

Supposons que /(a — o) existe, alors les deux limites de f {os) 
a gauche de a sont /(a — o), done : cjiiand f {ol — o) existe^ Id une 
(juelconque des infegrales indefinies de la fonction bornee 
f{x) admet j pour x = a, une derivee d gauche egale d /(a — o). 

On raisonne de inenie pour les nombres derives et la ddrivee 
a droit(‘. 


IjU foiK'tion 


de Riemann ^ 


n’adinettant cpie des points de 


dis(‘.ontinnit(3 de preniiere espece, conduit a une integrale indi^finie 
([ui a, en tout point, une derivee a droite et une derivee a gauche 
deteriniiK^e. C’est cn somme I’existence de ces derivees a droite et 


a gaindie qui a etc deinontri^e a la page 65. 

Si /(a — o) et /(a + o) existent et sont egales, I’intdgrale do 
f{x) admet la valeur commune de /(a — o) et f{y.-\~o) pour 
(hirivee, quand x = ([uel que soit le nornbre / (a). 


( ' ) Avec ccUe definitioa x admet one derivi^e diiterminec, + 00 , pour x 0 . 
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II exlsle pour les noinbres derivos proposilioii aualoj^iio au 
t.hooreinc des accroissomenls (inis (' ) : 

St L et I soni les limites supet'ienre el in frrieiu'e de r ai) 
r/iielconqiie des quatre noinbres derives de la fonction j {:r) 
dans (a, 6), on a 

/<7d/(.r), a,b\<h. 

Jo suppose que L ct L soienl rolalifs a Aj el j(^ vals demoiUr<u‘ 
seuleiuenl qu’il exisle des valeurs do A<^/aii inoiiis oi^alc^s a 

r[/(.r), a,b\. 

j^ulople pour (u^la le langa^e goouielri([ue par('(* qu’il mo parail 
plus expressif; on le traduira (aeilemenl si I’on vauil ei\ lan^aj^o 
aiialjtique. 

I^a pro|)riet6 esL dvidenle si la courlxi i] qui re|)roscnt<j / ( ./' ) s(‘ 
reduit a la corde AB joigiiant ses exlrdiniles '0. 

S'il n’ea esl pas ainsi el s’il exisLo d(is points d(‘ la (‘ourlx' (]1 au- 



dessus de AB (earsl-a-dire du cole de jK — -Hxi), j(^ ddplaca? la 


( ‘ ) On sail que cc theoreruc s’caonce ainsi : 

Si une fonction /(a?) est continue dans 1’iatei‘vallc ( a^O ), et adniet une derive(‘ 
bien d^terminee pour cliaque valour dc ^ inKiricure a il existe un nonihie I 

de cct intervallc tel qlie 


Get dnonc^ue suppose pas que/q.r) soil bornec ou m6rnc linie, inais si /'(, .r ) 
est infinie, ce doit 6trc H- », ou — x, et non pas ~b x. 
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(Iroile \B pnrallrltMiuuil a cille-iiaenu* en A/B'do niaiiiori; (jii’idle 
<a)ii |)e C. 

/Vii~(lessus (l(‘ iVW il y a dos ar<\s d(i G, soil rmi (rcnix. /Vu 
))()iut do AMV, A,/ (il )v/ soul (ivJdciiiiucjiiL supciriours on an luoiiis 
dgaiix an (ioor(i(‘l(‘ul an^iilairo do PQ, <i’(isl-a-dir(i a /*[/(.'/' ), /> | 

cl la |)roj)ri(;t(i (!Sl (](‘inoiilr<;o dans <ie (‘.as. 

si C ij"a pas d<i poiiil aii-dessus d(i AB ( /if*'- j<‘ d(‘plao<‘ 

AB pai'all(‘I(iuieiil a <ill(?-ni(iin(i vors r= — 00, (M soil A^IV la d(‘r-- 



iii('ii‘<‘ posilioo dans lacpMilhi (dl(i ail d(is poiuls (‘.oiumiins avc(‘ il. 
Si P (‘sl I’uu <|ii(‘l(iou(|U(i d(i (i<;s poiuls, (iii [)oiul A^/ (il }v/ soat 
an jaoias (‘f;au\ a /'[,/*(.■(*). la pj*opri(il(; osl d(‘moalr(;(i daas 

Ions l(is (ias. 

I )n lh(ior(nn(i pr(;(i(‘d(‘ul il r(isull(i (|U(i /o.v qf/ftf/'r nomhras 
f/('rirrs on! l(( nir/n.r I unite s((fnu'ieure ei iu nienie limile infe- 
rieiire dans tout i/Ue/'V(/il(\ 

( 401U parous l(‘s limiil(‘S sup(n‘i(‘uros L (il Ij' d(‘ ('I Ao-. I^iis(pi(‘ A,/ 
a pour liniil(‘ L ol (pui A^/ (isl la liuul(‘ (l(i rapporls /'[ /'(.a), a, [i\, 
on a (‘I [i) apparli(iau(ii\l a riul(irvall(i (ionsid(ir('‘ (/(,/;), oa p(‘ia 
U‘onv(‘i* a (U daas (r/, />) ids (pu^ [^ | sup(in(iin' 

■a L— £. L<‘ laaxiauna d(‘ \,r dans dou(‘. dans [aj)), (‘sl par 

suilo an uioius (if’al a L — £. (a‘(ii snlTil fxair (l(iiaoalr(‘r (pio L (il 1 / 
soul (i^aux. 

I.a vahnii* o.oinmnno d(‘ L (ill/ esl (iu nieaui Uimps la limil(i snjx'- 
ri(iur(‘ (In rapporl /‘[/(.a), a, [i |, 

La [)ropri(!l(i (iaono(‘(i [xnir U^s limilos snjxirionro (il ialori(i(U‘(‘ 
<lans na iulorvalki (uilraiuii la nieuui pr()[)ri(‘Uj pour l(is litailcis 
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siiperieiire et inferieure eii iiii point; cn partic‘uliei\ si pour I’uu 
(les nombres derives ces deux liniites sont e^al<‘s, il eii est de 
nieine pour les autres, ce qui s’euoin^e : S/ (*n i(n poi/it .r'o 
des nombres derives est continu, H en est de meme des trois 
autres nombr es derives et de plus Ui fonction adrnet line de- 
rives pour X = 

Voici line autre consequence evidente : si les (lual/'e nombres 
dih'ives sont homes, i/s admettent la. nietne inte grille supe- 
rieure et la me me integrale inferieure ; si V un iVeiix est inte- 
grable, tons le sont et ils ont menie integrale . 

Dans le cas des derivees le theorenie de Holle (‘)est un (;as 
particulier du theoreme des accroissenients finis; dans 1(‘ eas des 
nombres derives le theoreme analogue au tbeoi’emc de Holle peul 
s’enoncer ainsi : Si la fonction continue f [x) s^anniile pour 
a eth^ Les liniites des nombres derives dans {afr) sont, ou 
toiites deux nu.lles, ou toutes deux difj'ei'entes de zero et de 
signes conlraires. 

Cet enonce se justifie en reinanjuant (pie si f{x) n’est pas 
constant, tf fi^x), a, j3] prend des valeu rs positives <‘1 (l(‘s vabuirs 
iK^gatives. 

On peut aiissi dire : si la fonction continue f[x), non con- 
stante dans {a-jb), s^annule pour a et b, il exisie des points de 
{a,b) pour lesquels les deux nombres did'ives d di'oite {ou d 
gauche) sont positifs et non nuls el d^ autres points oir ils sont 
negatifs el non nuls. 

La reciproque peut s’t^noneer sous la Ibrine suivanl(‘ : si V on 
suit que les deux nombres derives d droite {^ou d gauche) de 
f {x) ne sont jamais tons deux de me me signr, f{x) est line 
constante (-). 

Parmi les functions continues il faut remarcpier his fonctions 
d nombres derives bornes posscident beaueoup (l(‘s pi'oprii^Uis 
des fonctions derivables, Cette (‘lasse cht lonciions (‘om|n‘end h^s 


( • ) Ce theoreme s’^nonce ainsi : 

Si une fonction continue / (a?) s'annule pour a et cl adinet pour les points 
int^rieurs k {a,b) une deriv(3e detcrminec de grandeur (a de sign(‘, linic ou non, 
cette derivee s’annule clans {a,b). 

- (-) Cette propri(ite correspond a la suivanK' : Si la d(:‘rivc(* (Pnne foncUion 
continue est nulle quel que soit a? dans {a,b), la fonction est constante. 


i.\ ni:s fonctions fhi.mitjvks. 


inl(‘^ral(‘s indcMiuii^s. las roni'liiuis a noinbi'cs <lt'‘riN rs hoiau'^s sonl 
rrllcs l(S(ni(*ll('s on a loiijoiirs 

1 /■!/{./•), 5t, ;i|| : M, 

eiu M tnI nil iiomhrr (a‘ll<‘ iiH'‘<;aIiu', (‘ounn<‘ sous l(‘ iioni (l<‘ 

nuiilit ioft dr Li f>S(du t liUorNiiuil dans |)r(‘S(jU(‘ lous \r.s i*aisoiuu‘~ 
lucuils sur roxisN'iK'c (l(‘s solulions (l(‘s (•([uahoiis dillVu'iui l.i(ill(‘s. 

( aM'i iuoalr<‘ rimporlaiua' prarujiK* dcs foiu'lions a uoiidu’cs d(‘ri\ I's 

ImU’IU'S. 

Nous r<‘\ iriuh’ons ati (ihapiha* VII sur rrludi’ d(‘ (‘<‘s foiK'lioiis; 
pour Ir inomcnl il sul’lira dVui si^iudrr uuc propriolo iimnrdial(‘ : 

I 'tK* fonriian d nunibtu^s drrivrs bornrs rt in fri'ieiirs e/t 
rafrur (tbso/ia* a M rs( d rttrintion bornrr, s(t r(tri(Hioti totab*. 
rtatif (tu phts \I^ dans an inlrrra/lr dddradar o. 

Soil uialiitiuiaul uur rourlM* r<‘rliliabl(‘ 

.r r i / ), y i ( D, 3 3{ / ), 

(bdiiur (Ians {a^ b\n (*t soil s \ t ) sou ai‘(‘ di* a a /. 

l/r(|uatioa .v ( / ) .v p(‘ul (Hia* r(*solu<‘ <‘n t (piand .s' (‘Sl dans 
rintrrvalb* |o, .y(//|| <‘t n'aduirl (pidm(‘ soluliou, saul l(‘ oas 
on .r (/ K ^ ]. r*( ( ) MU’aionl (’oiislanU's a la fois dans un inl.(‘r\all(^ 
Said dans (*<’ ras, /( .v > (‘sl mir t’oiu'lion <‘roissanl(‘ liicn d('l(a‘nnn(U‘. 

r y r|/{A'i|, 3 .3|/(.v)l 

ropri’srn jrnt la ('ourlu* donudir <‘1 l(*s joiu'dons dr s sonl drs lour- 
hons routiniH's a noinbrrs drri\<‘S an plus (‘^aii\ a i. 

l/idudr (b’s rourlu’s r(‘rli(iablrs, rl par suil<‘ ('(dl(‘ d<‘s loiK'lIous 
a varialion lioriu"‘(% (‘^l doiu* inlitmunrnl l!r(‘5'il (dud<‘ d<‘s loiu'lions 
a noinbrrs d(*ri\rs horiu’s. Nous aurons I ori'asioii d(‘ nous sri‘\ ir d(‘ 
(‘(•Hr rrinar<pM\ 

II (»\is|r d'aillriirs drs I’onrlions (’onlinurs a \arialion boriuu* i'\ 
a nondir<‘s d<*r!v('‘s non bornrs, la ioiirlion .r-sin-j <‘n rsl nn 
rxrinpir . 
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I II. — Fonctions determinees par an dr. leurs nombves derives. 

Re venous a la reclierche des fonctions primitives. Le prol)leine : 

A. Trouver nne fonction dont la. dih'ivee soil une fonction 
don nee, 

n’admet pas en general de solution, \ussi remplaee-t-on par 
deux autres : 

B. lieconnaitre si une fonction donnee est une fonction 
derivee. 

C. Trouver une fonction connaissant sa derivee, 

V ces problemes correspondent les suivants : 

A/. Trouver une fonction dont le nonibre derive superieur 
d droite (ou un des autres nonibres derives) est donne, 

Reconnaitre si une fonction donnee est le nonibre derive 
superieur d droite une fonction inconnue. 

CJ. Trouver une fonction connaissant son nonibre derive 
superieur d droite. 

Nous allons d’abord preciser I’indetennination do la solution du 
probleme O en deniontrant une fonction est deterniinee,^ d 
une constante additive pres^ (juand on connait La valeur finie 
de Idin des nonibres derives pour cliaque valeur Jinie de Iff 
variable. 

Soient en effet deux fonctions [x) et f^ifr) ajant en cliacpn^ 
point le iiienie nombre derive superieur a droite. Nous avons, par 
liypotliescj 

Ki/iifr) — 

et aussi 

- /2(.'r)] = — A,//. ( X ), 

coinine on le voit en se reportant a la d(§iinitiou gtiometriquo ou 
analytique des noml)res derives. Cette definition fouruit aussi 
rin^galite 

[/i ( ^ ) - - A ( .'r ) J S A,y /, ( .r ) -H 1 -/, ( .r )1 < A,/ 1 f ( .r ) -/, ( .r ) 1 , 
danslaquelle le terme du milieu est nul. 


I. A lUscm-iacm-: konctioas 7‘> 

I A\ foiH'l JoH J\ [.r ) ” - ,r) iTa <l<>n(‘ jamais s<*s (hmx n(»ml)i‘(‘s do- 

ri\<*s a dillV'ia'iUs <1<* ya'i'o (‘I d(‘ mrnu^ sij;iu', <‘sl <*()nslanl(^ 

Nnli‘(‘ proposil ion <‘Sl (h'mumliu'n. La <lrinoiisli‘a( ion ii(‘ siipposi* 
[aiN <|n(‘ la loin'linn soil a nond)i'<‘s (l<‘i‘i\ds hormvs, mais nll(‘ sn|)- 
posr <jn(‘ l<* nond)r<‘ d(‘i‘i\ donn<M‘sl jini, sans (|U(d l(n'ni(^ dn 
inili<*n, dans rin(‘f»alil(‘ (|ni nnns a s(‘rNi, n’anrail amom scnis. 

II s<‘rail Iros i nl(*iM'ssanl (1(‘ sa\oir‘si, dans Ions h^s cas, mn; I'oin'- 

lion osl di'inmniun', a nn(‘ oonslanln addili\(‘ pros, par I nn d(‘ s(rs 
noinl)r(‘s <l(‘ri\('s: qinslion iTa pas mnana' rlc* rnsolin^. II fanl 

r(‘marquor (pi<‘ la (pmslion n’csl pas Iraindna^, in<‘ni<‘ dans l(‘ (ans (!<* 
la d(n'i\<M‘ ni‘dinair<\ si Ton adnni (pTnuo <l(‘ri\<‘(‘ ptnil (Hr(‘ iidiiud: : 
on sail <pn‘ <l('n\ foiuiions, (jui onl lonjours la inonn* (hn'ivrcq u<‘ 
din’rrcnil (pH‘ par iiin* (‘onslanh* lorscpn* (‘(‘He d(‘riv(‘(‘ (\sl linio; 
potir 1(‘ (‘as ‘;(‘n<‘ral on no sail ri(*u. 

(hi pmil tM‘p(*ndanl rl(nuli’(‘ l(‘ rrsidlal pr(‘(‘(Ml(nil a (anMaius 
U(i!»il)r(‘s d(‘riv(‘s non lonjonrs linis, (piand r<‘ns(‘ml)l(* (less poiiils 
<iu In noinbia* d(‘riv(' csl inlini (;sl ass<‘y siinph*. I^n‘ <*\(nnpl(q 
si In uondiia* (ini A^/ /’( ./•) nsl donun ponr lonU* val<‘ur (1<‘ la s <n‘ial)l(‘, 
said‘ poiir l('s poinls d'lin (‘ns(‘inbl(‘ 1% la foiiclion /’(.r ) (\sl 

<l<*l(‘rmi n<‘(‘ a nin* (•(»nslanl(‘ addili\(‘ press dans lonl int(‘r\all<^ <a)n- 
li^n a I'L doin' il <*n <‘sl anssi dn nn'nin dans loul inl(‘r\all(‘ si 1^ (ssl 
r«*dn<*l ibln, nomnn* on In \oil nn rnpr(‘nanl h'S raisoninniuniLs 
('in|)loV(*s an (diaptli*<‘ L n Tonnasion d(‘s r(M‘b(‘r(‘b(‘s d(‘ (lannhv (‘I 

I )!ri<dd('l . 

Nous anrons nn r'<‘snllal analo^nt' lonins l<*s Cois (pn* nous nou- 
naitrons nn nnsmnbb* solnlion dn run dns prolilemnss sni\anls : 

Ih AV/ </(((•( rtfseiiihli* dt* poiNfs sdfjit-il dc ('on r<^ ht 
diO'is'rt* fini(^ dd( nr fo/u'titnt poni' (/in* ri*t It* /(nirdon soil r/r/cv*™ 
tniniu* /) KfK* r(*nst(fn((* ndfUthu^fn'rs? 

I AV^ tfnr! rnsinnhh* (h* ptn'rits Hufjit-tl di* ronnttUre In 
r(d(n/r /ini(* dn /londj/'r thhi’vr siqnh'i<nn' a droUt* d'nni* fane- 
tion pour ({nr rrttr fonrdon soil did(n'!nlfnu^ n unr ronslnnlt* 
nddi/ivr /nu\sl* 

Nons vnnon.s dn nil(‘r tun* fainilb' (renismnbbss n'pondanl a la 
<pn‘slion : Ic'S (msmnbbss nMbn’iibbvs ; on doil a laidwij^ Scdnndbn' 
nn(‘ solution plus i^nnnrab’ : 

( n(\fonriiof{ rst d(d<*rnt{ntu* , <) nm* consLnntr additirr jn'rs, 
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(luand on connalt /)our chaqae. valeiir (Ip j\ ppiit-elrp 

ponr ceUps (Van pnsenible dpnombrablp. l(( oalpur fin ie du 
nonihvp derh^e siipprceni' d droifp dp. cpitp fof}pt ion . 


/'i (.r) l<*s <l(ni\ foiu^lions ayatil. on ^thicral l<* 

rtUMne iioinbre (l(Vrive sii|)(aM(‘nr a (Iroiu* fiui ; nous allous (b'inoii- 
li*(a' ( jiK^ I ’on a loiijours 

/lUf') -J\ {(f') )) 

el poiii' (‘.ela nous deinonlrerons (|U(‘ Te^aliti' 

( « ) J\ib) —Mb) J II 

oil n esl clKIercail lie zero esl, im|)ossil)l(^. II siiflll <l(* ('onsiderio* l(‘ 
eas ou H esl posilif, puisijue I’autre (‘as S(‘ r(iduit a (‘(diii-la par l(‘ 
(diaii^’Cinent ( 1 ( 5 /, iX j\\ de nu^ine on [xai I su pposer 
(^onsid(U‘ons la foiictiou 

cp^.(^) r-: c{oo--a) ~h/i (.p ) -'-/i{a)-\ /'lift) ^ 


dans laipic'lle c (‘Sl iin<‘ (a)nslanl(i tell(‘ (jik' 


Mors 


op (t) 


_ II 

'X{ h — a ) 


cpf.( h ) 0 (b <l ) 


II 


la fonelion cp^ (‘lanl (‘onlinin^ s’aiuud(‘ (‘nlr(‘ n vl b: soiur,, la plus 
j^fandiMles valeiii's (‘oiiipris(‘s (‘nlr<^ a vl Z-' (pii annid(‘ ( )ii a 
<H ideinnKui ( 

Ar/ '?<■• ( .r,. ) o. 

On p(‘ul <a)U(‘liir(Ml(‘ la (pn* (‘sl (‘ii uii jxiint d(‘ K. 

bn (dha., nous avons d(*in{)nlr(;, paj’e (pi<* pour tool poini 
n’a[)parl<nianl [>as a Iv on a 

A</|/i(.r; — r o; 
done pour (urs poinls on a : 

Ar(^Oc(.^)iv: C > 0 . 

A (‘liacpu^ valinir o d(- rinUn'valle 1 <a)rr<‘S|)ond aiiisi 
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tm point ./•, <l<‘ Mal.s, .si r <‘l r, soul (lil1('r<‘uls, cX I<‘ soul, 
car rcjL;alil<‘ 

'fr,( -c,-, ) n 

cut rain<‘ 

rt.c,. ” ) rji.r,.,— (-r) 

<‘l .r,. (‘St (liHV‘r(‘nt (1(‘ a, 

l)(nn\ pour <pic rt*^alit(‘ m ) soil possil)l(‘, il faiil <(ii(‘ M all la 
piMNsaiU'c <lu (‘(u»l in ti ( ' ). 

I u«* (‘ons(‘(ju<‘UC(‘ (1(* cctl(‘ propricl(‘, si^iiaha* pai* Lndwlj; 

Sclundlci', ('sl (|iruiu‘ roiu'lion csl (l(‘l('rnnnc(‘ <|uan<l on coiinail. sa 
<l(‘ri\ <‘c poni’ totilcs Ics \al(‘nrs irralionindlcs. Mais niu* foiKiion 
n'('sl pas (l(‘lcnninc(‘ <pnuul oncoiunnt, poui‘ (‘ha{|n(‘ \ al(‘ur ration- 
iicllc* <lc j\ la Nal(‘nr lini(‘ (1(* sa (l<‘rivcc. Pour Ic prouv<M\ 
soi<*iUa‘|, ... Ics iKHuhrcs i*alionn(‘ls posilifs/ri'acMnis im inl(n*- 
vallc 0 , «1(‘ lonj.;ncnr inconwju'u.surahlc, ayant .r^ (a)nnn(‘ nuli<Mi. 
Soil l<‘ pC(Miu<’r <l{‘s .c/ u<* (‘aisanl |aas parti(‘ (l(‘ o, : Iracons on 
iul(‘iAalh‘ tl<‘ lon^ntou* in('oninu‘nsural»l<\ tl(‘ mili<'u ic(‘inpi(^” 
lani pas sur 0 |. Si (‘st 1(‘ pr(‘ini(*r (l(‘s ./•/ (pii n(‘ fail parl.i(‘ ni <1(‘ 
ni <lc Ojj, cs{ Ic niili(‘U crnn inlcr\allc inconinn'iisurahh* 
iri’inpictani ni siir o,, ni mu* o.j, <‘1 ainsi (1(‘ suil(‘. 


La joncti(»n /'i .r u cf;alj‘ a la 


(Ics loni>in‘nrs (l(‘S inUn*- 


vall<‘s 0 (*l (l<‘s partii’s (Ti nicrs all<‘s o, ('oinpcis <‘nlr(‘ o (‘I ./*, (‘sl nn<‘ 
(oiiction contimu’ croissanh* dv j\ {\\\\ adnict h \ comnn* dcri\c.(‘ 
pour tout (’s !(*h V alcnrs ra I ion in dies d (*./*. I'd (‘(‘pendant (‘(‘I l(‘ ((uu'tiou 
u'csl pas tK'ccssa iiMMiuMil d(' la lorm(‘ | (’onst . n pn is(pi(^ /( -f-cc ) ;/(<>) 
cst ta sonnne dcs lon^^iuuirs dcs 5, soinnn* (pii a l(dl(‘ \al(‘ur posi- 
tive* (pu* Ton \ cut . 

I ai (oiicluHi coni Inuc / { a* ) “ i n (*st pas conslanl(* ct dans tout 
interval^* il (‘\ist(* d(*s p(»inls on sa d('‘ri\ ('*(* (*sl null<‘. 

{ /(‘st a r(H‘<*asion d uiu* lonclion doni la dcrivia*: s aiinule* dans 
ton! int(‘rvall(‘ (pn* Ludwij^ S(du'(dlcr a (‘ulrcpris S(‘S r<‘<‘li(*r(‘.hcs sur 
la (hdcrniinal i<ui (Tiinc fonclion [>ar s(‘s d(U‘iv(a‘s. 

( ainuin* fonctions dont la d<*ri\(*(‘ s'annuh* dans tout inl(n‘vall(‘ 


I ‘ I La dr(iatastraU(m prrri’Mlrnlc (*Hl tu’s pt*u juth, ccillt* <ic L,Sr.h(!e(rcr. J'ai n^s- 
|ir rt«‘ aUHsi snu (itais il (’st bon (b* rcmarqutM- (|uc lu (bhnuuHLrutioa sup- 

ptisr HtinIcitHun (|tn* K n'ii pas la puiHsann* <lu cunlimi, ai (jui ne HijAtnlic peut- 
4'tn? piis tjut* K (‘Kl (ItMioiuiH'abtr. 
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nous ponvons encore citer la fonction Ioik' 

tion page 55. 

La demonstration precedente est assez artificielle, en \ oici uin^ 
autre: 

Les deux fonctions /*) et f‘> ajant meme en tout point, sauf 
peut-etre aux points de E, la fonction / (.r) = — /-> a, en tout 
point n’appartenant pas a E, un Xa positif ou nul et iin )v/ negatil 
ou nul. Si a est un tel point, faisons-lui correspondre le plus grand 
intervalle (a, a -{-A) tel qiie Ton ait 

/(an- A) -/(a) < £A. 

Siipposons les points de E ranges en suite simplement inlini(‘, 
•••• faisons correspondre le plus grand intervalle 

x',^) tel cpie Ton ait 

Chaque point de («, b) est maintenant rorigine d’lin intervalle o 
attache a ce point; nous pouvons couvrir (a, />), a partir de a, a 
Faide d’une chaine d’intervalles page 63. Servons-nous de ces 
intervalles pour calculer /(A) — nous trouvons que cette 
quantite est au plus egale a 

z'Zh-v- z'L S. ti b — a ij; 

or £ est quelconque, done f(^b) = f\a) \ et, puisque ce raisoniie- 
ment pourrait etre employe pour une partie ((uelconque de (a, 6), 
la fonction f {x) est constante. 

Ce mode de demonstration conduit a un autre resultal. Suppo- 
sons que E soit, non plus necessairemeht denombrable, niais sen- 
lement de inesure nulle. Cela vent dire que les points de li peuveut 
etre reconverts a I’aide d’une infinite denombrable d’intervalles d 
dont la somme des longueurs est aussi petite que I’on veut. 

L’intervalle o attache a un point ne faisant pas partie de E a 
ete defini. AunpointP deE nous faisons maintenant correspondre, 
comme intervalle S, Piiitervalle dont Forigine est P et dontFex- 
tremite est Fextremite de Fintervalle d contenant P. 

Nous recouvrons (a, b) a partir de a a Faide d’une chaine d’in- 
tervalles S et ; cette chaine donne, comme limite supdrieure dc^ 
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!’a(‘cr<>iss(Mn(‘iU /(//} -f{a) <!<' /\.r ) daus (^/, />), lo uomhi'c, b^Ii 

au{^’r»u‘iil.(‘ <l<‘ la s(Hnm(‘(l(^s a<‘<‘i*()iss<M!ira(.s <l<‘ /*(.r) dans Uls IiiUm*- 
vall(‘s 0,. La sninnH* A (l<‘s Inii^iKMii'S d<\s o^ <‘sl, pins p(‘lil<‘ (pid la 
snrrutK* r('lali\(‘ au\ doiuMdU^ ('sl aiissi p(‘lil<‘ <ni<‘ I’on \(uiL ( j(vla 
nv |an'rn<*l pas (Ten (‘oinduiv* <mi p;(‘n<'f‘al (|ii(‘ la soinm<^ (a)ri*(‘sp<)u- 
(laHi<‘ d(‘s a<‘<‘roiss(‘ni(MUs d(* /'(.r) (‘sl aiissi (|u<^ I’oii v(ail; 

aiais si /’, (./•) <'l /^ (^^') oul d<‘s aoinhrcs drrivt'S iidV‘ri(airs (mi 
vaLaif' ahsolii<‘ a M, caUl<‘ sonnat* <lsI iii(V‘ri(‘iir<! a MX. \iiisi : 

(J/ir fanction n naniifrcs (/t'/ivrs hornrsy est (icier- 

mince, d urK* eortsinnlf* additiee /vmv, (imuid on conrutit non 
notnbre drriee sn/nb'i(*nr d droiit*, poar touie rah^tfr de x sduf 
pour eet/(\s' ddui ensendde de rnestu'e fiulle. 

(;<'l (dioiua* n<‘ rams I’ouniit aii(‘uu t‘<‘ns<u^iH*in<iul r<dali\ (‘lacnl 
a riudelorruinatioii du prohlrnu* ( 7 ([uarid \e uonihi'e d(a*ivd doiUK^ 
id<‘Sl pas ImiauL [inisrpic /{x) <‘Sl snpposrat a uornhn^s darivr'S 
Imnirs. (a^lU* rc‘sU*i(‘lioii (‘Sl (raillmi r*s na(a*ssair(‘ : la (oiu^lion $(./’), 
pa{j;(^ 5r>, iiVsl pas im<‘ (‘onslanU*, <*ll(^ a sa <ldriv<‘<‘ imll<‘ pai’l.oril, 
sard’ prril-dlt*<‘ ari\ poinlsdr*/ cpri vs[ d(‘ indl(‘. 

Ia‘s lh('(Hrtii<'S pr<'‘(‘<Mlciils [amvcul din* avaula^raismamil Irans- 
forands ; pour* <m\s I I'a iisldiaiial ioas j’rililis(*rai iiiut ^■<'u(‘!*alisali(>a 
iHMir’ciisr* d<‘ la iiollon d(^ limiln infrrirMirr* <‘l siip<*rl<‘iii*<‘ (pil csl 
<lii<' a M . ( * K 

S<Ht mu‘ roiu’lioa J\,t' ) ; la liiaih* .stiprriciiia* d<‘ /{x)^ daas riii 
luU‘rvall<^ ( //, if ), i*sl an aand)i‘<‘ L Ird (|U(' rmis(*inl)l(* /n) d(‘s 

p<»inls X i\v (f/, 6), lids rpx* /\a*) sail saparirairn a ///, (‘xisU^ das 
<[m‘ nt (‘Sl iafVa’itnir a 1., landis (pi'il u(‘ (‘anli(‘ril aiuMm poiiil pour 
L; la limilc i(dV*ri(Mi r*(‘ <l<* /‘(^./•) dans LinlorN all(‘ // ) ptnil 
s(‘ d(‘(inir d(‘ nndnc. 

II <‘\isl(* (Ic indm(‘ an aouiliia* L, led (pn* r(‘asoinl)l(‘ L( /’.>/// ) 
nsl drnoinl>ra»l)l<‘ [amr /// „ • l^i (‘t aa [’(‘Sl [>as pour ///»<L|. ix 
nornhrr* L| (‘st app(‘l(‘ par l\L Bairn ht limiie superieure de J\ x) 
duns (<'/, h)^ (/(ufud un ne^'lipe, ((•s (*ns(*rnhh\s deftondu'udles. 

(a‘t (‘x<aapl(‘ suflira pour Tairc* roarj>r(‘ndn‘ cv <|u'il I'andra 
nMU‘ndr(* [uu* la liaiit(‘ sap<a’i<‘ur<‘ ou iur('ri(‘ur(‘, dans im 

(‘] 'riu‘Sf : S(tr iea fanetiatot Ur rarUthlra rvvJirs {Aftnnii <h MtUrtnatira, 

KjCHl ). 



So 
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\alle oil eii uii poiiil, d’liiio foiu'lioa ijiiand on l(\s (‘ii- 

seiubles denoiiibrables, on Ics oiiseiiibb's non diaiscs, on les (‘u- 
seinbles cle jnesnre millo. Si, eii iie^lii^'oaiit (an'laius nusinnbliis, on 
oblicnL des liiniles inferienre cl sn|)(M-i(uirc (‘^ab^s, on ponrra di!'(‘, 
qida CCS ensembles pres, la fonclioii (‘sl ia)nlinn(‘. 

Ces definitions posees, voici l(‘s denx j>roposllions (pie j’avaisim 
yne. : limifes inferienre et sufxh'ieure (Tun noinhie (Uh'Lrv 

soat les m^jnes, qne Vo/i /ie^'lif*'(* on non /es ens(*nil)les denoni- 
b rabies, 

Les Li miles inferienre el snjx'n'ienre d'nn /lo/nb/'c deri^er 
borne sonl les menies, (jne don ne^U^e on non les ensend)les 
de mesnre iinUe, 

Je demonlre |)ar exeinplc la |)renn*cre dc d<nix pi'oposilious. 
Si les limites siiperieures L el Iji d’liu noinbr(‘ derive 
oblenues en tenaul eonipu^ |)nis sans Icniir (aimple dias miseiubb's 
d(5nombrables, sonl ine^ales, el si K lasl nu nonibra* lini <a)inpris 
enlre L et L, , le nombre derive A,/[ <p (.r) — K | i^sl negalirsauf pour 
les points d’un ensemble denombrabl(‘ pour b^sipnds il lasl posilif. 
Or ilsuffilde repren(lr<‘, en le modifianl lej^ermnmil , run on railin' 
des deux raisonncmenls qui nous out (aindnits au ibeorenu' d(' 
Si'lieelFer, pour voir que <ada <;sl inipossibha 


IV. — Recherche de la fonction donl an nomfn'e dth'ive 
esi con/u/. 

Nous aJloiis <?ssayer de resoudn^ l(‘S problennts IV <?t (V <lans le 
eas on la fonelion f {x)^ ilonnee laimnn^ A,/, (\si boiaiei*. 

Divisons rinlervalle posilif (/r, b) en iiUervalb's [larliids. Dans 
(a, fi) les limites inferienre i^l superieure d(t f{x) sonl / c.l L, 
done on a, si F est la foncaion idiereJiei' lelle qui^ 

^dF{X) =:: f(,T), 

({i — a) / LV (p) ~ F ( a j ( p — a ) L. 

Si nous faisons la somme des inegaliles analogiuis, relative's aux 
intervalles parliels, nous avons, en faisanl teudn^ (x*s inlervalles 



Hi 
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\ ITS 

f \,(J\.r),/.r I 

•I * tl 

Dr rr|l(‘ im‘^alll(' il iM'sullr cn pai‘li(‘iilirr (jur : si V un des 
tiomfivcs drti\'rs d' (fnv fonrtiiui est infrortthle, <nf(f(((d cas 
/rs (nus /r S(tnt a asst r/ oni ntri)i(* ifitr^rah*^ son itUv- 

ara/r tfidrjitiit' Itt fonar f [ j') t auis/.: o\ crl inumvv.^ phis 

pai'ti<Mili<‘r riuMua* : lnrsijtt' a ac drrii'tu* <*s/ irt/t'^rtthir, if y a 
idi'tUtfr St'S JntK'fiti/ts ftriaiiiivrs r/ srs i it lrs>'rali\s iitd/^- 

flait\s, 

Ca*s ('•noan*s s'appliipKTainil <*v i<l(*mnH‘ul an <*as ou la rouoliou 
ihmiKT <l(’v iriulrait inliiur an \ risina^r (l(‘s poinis <riin <‘iis(‘iiiihl<^ 
nMlurlihlr, a rondiiiuii (TianploN <‘r la j;riu;ralisal ion (l<‘ riiU(‘j>ral(^ 
<|ui a itnliipna' pa^^i* ()(>. 

Si iKHis Unions (MMuplr <l<*s l li<'*<M’<‘in(‘s rnonrrs a la Ihi dn Para- 
^raphr pnaMahnil, nous \t>yons ipir si Ton ('onnail parloiil. I(‘ 
nomhrr (hd’ivin saiif pinir Irs valrui*s irnn (*nsrinl)l(‘ (Irnoinhrahh*, 
on si (tn Ir roiuiail parUnit, sanf pour Irs vahnirs d’lin (‘iisinnhlr 
dr iHrstirr nulh% rt si Ton sail d<‘ phis (|idil (\sl hornr, — on jxnil 
riirurr applnpirr Irs lluMirrinrs pr<'<‘r<l<‘nls, a rondilion d’<';lrndr(^ 
Irs inU'‘|;ralrs qui v lii^uianil a rrnsinniilr dans hnpnd on ronnail l(‘ 
inunhrr d<d’i\t*, 

\ rritr tanuartpir s'rn raUarln* uiu' atilrr plus iinporlanU'. L(‘ 
ras dans hn|url nons savons nSoudrc* l(* piadilrmr ('/ <‘sl on l(‘ 

noiidirr drrivi* doiun* rsj inU‘^ral>lr. (a* noinbrivilrriN (' a alors <l(*s 
puiuts d(» iMMitinniu'* : rn <‘rs points il y a urn" (hn'ivrc* r^alr an 
nomhrr ilindvi* doain', <‘1 Ton rounail parloni la d('riv<M‘ d(‘ la 
fdiirtioii inrounnr, sanf an\ points d(‘ disi'ontinnilr, <‘'(‘sl-a-d irct 
sanf iin\ pidnts d'un rns<‘nddr d<‘ nu'snri* nnlhn II suflirail d(‘ s<‘ 
siTvir {h*H \jdmirs ronnnrs ili* la drrivtn* poor avoir la Idiunion. L(‘ 
ras rrsoln iln proldrnn* ( i' sr rainrin* don<* rn rralitr an pro- 
hlriiH* Cl, 

Drs raisonnrmrnls ipii prr<‘rd{‘nl nous pmam'l.linU d(‘ rrpondr(‘ 
imx tpirsliinis II rt li' dans tin ras important^ (udni on la fom'lion 
iloniirr rsi iiitr^rahhn hour rrcmmiailrr, par* (‘xtnnph^ si niui 
hmiiioii int«'‘^rahlr donnrr /(-r) (‘St uiu‘ drrivtu! (‘xa<‘.te, on (dr- 
son intrgntlr indrlinn* I'’ (»/*), puis on nndnnT.hera si 

(i 


in«*ra 
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i'oii a 


f{x) = lim 

h = o 


F (x h) — F ( ^ ) 
A 


On a done un precede regulier de calcid permettant de reconnaitre 
si f est ou non une derivee exacle. II est vrai qu’il faut rechercher 
si une certaine expression a ou non la limite connue f(^x)\ inais 
une derivee etant par definition une limite, il est pen problable 
qu’on puisse reinplacer le precede de calcul indique par iin autre 
dans lequel on n’emploierait pas les linutes. 

Nous avons trouve une condition necessaire et siiffisante pour 
qu’une fonction integrable soit une derivee; elle ne se pr^sente 
pas sous la forme que I’on donne habituellement a de telles condi- 
tions. Le plus soLiventon enonce, comme condition necessaire et 
siiffisante pour Fexistence d’un fait A, rexisteiice d’une pro- 
priete B qui accompagne toujours le fait A et est toujours accoin- 
pagnee par lui; mais, pour que Ton ait autre chose c[u’une tauto- 
logie, il faut que Ton connaisse an precede regiilier de calcul 
permettant de savoir si Ton a ou non la propriete B. C’est ce pro- 
ct^de qui a ete directement donne pourle cas qui nous occupe. 

Si Foil dent aenoncer la condition necessaire et siiffisante trouvee 
sous la forme habituelle, on pourra, comme le fait M. Darboux, 
appeler valeur moyenne dans (a, b) d’une fonction integrable /(.r) 

la quantite / f[x)dx] puis on appellera valeur moyenne 

au point la limite, si elle existe, de la valeur moyenne dans 
(jCo—- A, .ro-l- A-), qiiand les nombres positifs h et k tendent vers 
zero; et I’on a I’enonce suivant : 

Pour qu’une fonction integrable soit une fonction derivee, il 
faut et il suffit qu’elle ait en tout point une valeur moyenne ddter- 
min^e et qu elle soit par tout 6gale a sa valeur moyenne. 


V. — L integration riemannienne consideree comme V ope- 
ration inverse de la derivation. 

Nous avons vu que I’on a g^n^ralise de diff^rentes manieres le 
probleme des fonctions primitives; recherchons maintenant si I’une 
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<1<^ <’<‘s J4(‘iu*rallsal ions [X'rnu'l <l(‘ (‘<>nsi<l(‘r(‘i‘ riiilo|j;'i'all()ii an sous 
<l<‘ (‘oiuhM' 1(‘ |)rol)l(*iU(^ niv(‘rs(^ (h'; la (l<"i‘ivalioii. 

Si nous nous rappi^lons <|n un(‘ inl.o^ralc^ Indcrinin adinnl. noinino 
d<'Ti\<M‘la I’oinMion <Mi[ Ions l<‘s poiiUs on (udhxvi nsl, (!on- 

}inin\ nojis sonim(‘s (‘ondnils a nous pos(‘i‘, a\ (‘(“ M. Voll.(‘rra, Ic 
pi’ol)l<*m<‘ suivanl : H<'(dn‘r(‘h(*r uiu‘ (onclion <‘.onUnii<‘ (pn a<lin(‘U(i 
nno liuirlion horiu'c donnoc pour d<‘rlv(*(^ ('U lous I(‘s points 

on f ( sV ) rs( <‘onl inuc ‘ ). 

( ,v proldonn* <*sl loujours possihin, <au‘ l(‘s d(‘u\ inlo^ralcs par 
drlaul rt par cxia's <ln / r<‘pond<‘nl a la (pn'slioii. iVlais il (^st(ai 
^riHU'al indt*t(n'inin(‘, (*’<»sl-a-dir(Mpi(‘ lout(‘s scs solutions n(‘ soot 
pas (•oinpi*is<‘s dans un<‘ rornnd<‘ d(‘ la foi'UH^ 1^' (.r) + (^onsl. 
Lorsipin / ( .r ) n (‘sl pas inlo^fahh*, 1(‘ prohlrnuM^st l.oti jours iiidc- 
Iri'iiiinr, S! /(.r)(‘St inl<‘j;ral)l<‘, il s(‘ p<‘Ut (pn* 1(‘ j)rol)lomc suit 
d(*l(*rnun<* : <* nsl In ras <piand r(‘ns(‘ndd(* <1<‘S points d(‘ dis(‘onti“ 
miit<‘‘ <*st r(‘du(‘tild(\ tnais il S(‘ pcnitaussi <pi'il soit indoLoriniun. 
11 nri <*st iuusi lorscpn* I'cnstunbU* d<‘s poinls do disoontinuilo (‘on- 
lien! un rnsninhh' parl’ail Iv, nous avons appris, paj;<‘ i3, a roiainu' 
uiH‘ ronrtion (’onlimn* non parloul (*onstanl<‘, inais (*onstant<^ dans 
loul inl(‘i'\ allc conli^ii a r(‘n<‘ Ibiniion, ajout(M‘ a uu(‘ Idno* 
lion solulion du pi’oldnnn* pr’opos<‘, <loiui<* uin^ uou\<‘ll(; solution 
do or proldoino. 

Vinsi uoiro ju’oldoiin* ooinpi'ond <‘omnH‘ oas parti(ndi(n' 1(^ pro- 
hlojiio <lo rint(*f;rallon iinb'dinio ri(‘niauni(‘nn(‘, niais il (‘Sl plus vast(‘ 
quo <’o il(*rni<‘r prohlonn*. 

Ib'oposons-iuHis inainU'uanl d<‘ (rofnu*/' it/u* fonction a nonih/Ts 
^/d/ 70 f^v hm'nrs (jtii (id fHcftc line fonction hormu* donnve f (^x) 
vnnufu* dih'tver ions Ins poinis ou f [x) nst continue, 

r,onoii\<‘au pr(ddoino <‘sl toujours possil)l(M‘t adincil. oin^ore pour 
solutt(H»s los dou\ iul<‘f;ralos do /*(.r); mais, si /'(.r) (‘sl intolerable, 


Ku M. Voltrrra l•<*rbf'rrh(* Irs fonclions <jai udrncLtriil / ( ) (xxir 

drrivi'f fii t(»UH IfH |HMUlH (jui nr H(ml iii dcs (xunls (!<* disciontiriuiU; (le /(.r),ni 
df’H ihiuUh ItmiirH ih tliHrontinujlrs, Ur fdtirt M. VolUu’ra suppose implicit, enuuU 
(jur loH f<»urli<ms dout il n’orcupr out des nombres derives l)(>rrHls. Oour ces deux 
riiisoiiH les ri'HullatH q»*il «d)lieiil ne sunt pas e.eux du tcxle; d’ailbuirs loule 
foiirtion vM tHidemriieal s<dution du probleiru; dc M. Volterra, si les points dedis- 
rtiutiuudi* de /(.r) forment un ensemble parUml dense, landis qu’il n’y a que 
de» bmetiiiuH tren parliculiereH <jui salisfout I’c^.nonee du tcKte. 
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^4 

il est determine, car la derivee de la ronclion a aombres d<n‘ivcs 
homes cherchee est connue partout, sauf aux points dbia 
ensemble demesure iiulle. Ge probleme n’est don<^ determine <|u<i 
poiirles fonctions integrables ; lorsqu’il est determine, sa sole lion 
est Fint^grale indefinie de/(.>r). 

Nous pouvons ainsi, en an certain sens, (ionsiderer I’inlej^ral ion 
riemannienne coinme I’operation inverse de la d(n'ivatiou. 



CIUI’ITUE VI 


!. I Mli(* II V t.t- DlsFlMK A i/AIDF 11 FS FONCTIONS FUIMITIVFS. 


1, Krvliervhe ftirrctt* des four, tions pru)iitiv(\s. 

Nous avuns ohliuiu dos ihooronK's |)(!nn(^l.Uuit Lhdoriqueuient, 
ilans (li^s <‘iis (‘((‘luliis, (l(‘ F(‘(‘(muailrc si uiu\ foiK'.liou (loniicUi csL 
uiiF foiirtioii vo(M‘t., s’il on <\slainsi, (l(i Irouvcr sa (oiuuioii pri- 
iiiitivo. Imi iralitr, un scul dc <m\s Ui(‘<)roiu(is (‘Sl, cinpl()y(W‘.our‘am“ 
iiiont : loiiti’ foiM’lion iin<‘ Idiuiiou d(;riv('(\ (pliant au 

Fal<*td <‘ir(M’tif tics foiuiioiis primilivt'S il u<‘, S(‘ fall jamais an nioyen 
dc rint<*i;r.d<‘ dclinit* mais a Taidt* d(\s proctUlos (u)iuuis sous 
lt‘ noiu tfintci^ratiou par parlic (‘I (riul.ograliou par suhsl.iUilioii. 
(Ics tltuix prtHM'drs s'applitjutuil , tpi'il s’aj;iss(‘ dt^ (’out ’lions ta”)!!- 
liiuirs ou ntm. 

On ptMit aussi ulilistu* It" ihcoroinr suivaiil : (J/ie srrie (uujov- 
mvfHVtit oo/ivv7*^*o// /c de fonvt lofis dih'iv(u*s reprase/ila iitic 
jUnctioft (tvrivvt** 

Sit fiifivtion prititiitK^e s'ohlirnt en faisrtn t lasonime dasfonc- 
tiitns /tritftfitves dt*s (errtws dc la. serie donn(u\ les constantes 
iditat (dudsirs dr manirrr (pte la stU'ir obtrruir soil conver- 
pt*ttfr pititr Saar drs intlrars dr Iti varudtlr . 

Stiiful 

f a I h tt'j; I ^ it I l . . . H it// !- /*// — S/i h t’//, 

If, I Pt I . . . Ur >“• • • I i" . S,, H ^<n 

I ' I tU |«‘iNl*uit il t?Ht pariois puj^sihlt* trt'llt'cUit’r pt'dtif/uv/mtl lu rct’htH'clic 
ir«nr fofirticai primUivr a raitir tl’inlt^Krales (ItWinies. Ou iroiivera uu exeaiplr 
iriuir irllt! rrrhtuTht* iIihih 17/t7 af/wr7/o/f rW /um’O'o/rv mriahle 

mi//e t!r M, J. Tannrrs, \u 'jhP 
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la serie donnee et la serie des fonctions primitives, laquelle est, 
par lijpoLliese, convergente pour une certaine valeur 

Choisissons n assez grand, pour que I’on ait, quel que soil 
p positif, 

le tlieoreine des accroissemeats finis donne, si (V/, h) est fiuter- 
valle considere, 

I S fi-\. pi^X^ — S/i. ( <3^ ) I Z ^ X X{) j -h I S n-^-p ( <^ 0 ) ^ // ( ^0 ) I 

.g z(b — a) — S;,(.ro)|. 


Cette inegalite montre que la serie F est uniformeiaeuL (U)iiver~ 
gente dans (a, Z>), puisqu’elle est convergente pour x^. 

Evaluons le rapport 




F H- A ) -— F (^’) 
_ 


AF(.r), 


A F = A S/i -H A R/^ = A S/^ H- lini A ( ^// ) • 

P — CO 


La quantite — S,^) est inferieure en valeur alisolue a s, 

d’apres le theoreme des aecroissements finis, doiK-, si foil fail 
tendre h vei's zero, Tune quelconque des limites de Al'' lUMlilleia^ 
que de e an plus de la limite Sn{’^) de AS/^. Puiscpui e est (|uel~ 
conque, il est ainsi ddmontre que F (x) admet /’(x) poui' deriveii. 

Ce tlieoreme nous permettra d’einployer le prinei|)e de (uindmi- 
sation des singiilarit^s a la construction de fonctions derive(‘s. 

Lof'sqa^ une fonction derivee esl donnee par une serie de 
fonctions derwees non negatives on peat prendre les fonctions 
primitwes ter me a. termed condition de choisir les eonstantes 
de maniere que la serie obtenue soit coiwergente. 


Pour le ddmontrer, je conserve les notations preeediiuU^s, et j(‘ 
suppose, pour simplifier le langage, que la s^rie F soit eonvergenti* 
pour forigine de I’intervalle {a^ b) considt^r^ et que U^, IJ.j ... 
s’annulent pour x = a. Soit S celle des fonctions j)riinitives de f 
qui s’annule par x = a. T1 faut d^montrer que F = 

Tons les U/ sont positifs, done Sn croit avec n. Mais, puisque / 
est au moins ^gale a Sp, ^(x) est an moins ^gale a S,, (x), et Sn(x) 
Lend vers une limite F (x), au plus 6gale a ^(x) 
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L<* mrmr raisoniuMiuMil a|)|)Ii(|iH‘ a riulorvallc posil.if (.r, .r - h h) 
tiii()nlr<M|tH‘.T* (.r | . h) .f ( .r)<‘si an in()iiis(t^al(‘a H- h) - - K 
<*l |>ai‘ siiila / (*/• ), (l(‘ri\(‘(‘ (l(‘ J (./’), (*sl au moiiis <'^'al(^ a 

I )'anlr<* |>ar‘l ! //) (*sl snj)<‘ri(uiroa S,/ (.r H- //) — S//(.'r), 

Aj i^’(a*) (*sl au luoiiis <‘»j;al{» a la <l<‘riv<‘<‘ Sfi[:r) do el, 

|>uis(|n(‘ // <‘Sl (|uel<‘<UH|iH‘, 1" (./• ) (‘sl au moirjs ej^ah^ a /’(./-•). 

a doiH‘ uu(* <lerive<‘ a droilc^ e{;al(^ ; <ui raisonuaul ilc 

nien)i<‘ sup TdiNu'valh' U(*puir(.r, .r - //), oa voit (|U(^ h' (./O admel 

aussi /’( .r ) pour (l{'u'ivtM‘ a f'aiK'lu'; !(' iheorenx* <‘sl deuioalre. 

iNous pouNons dir<‘ aussi : si f/rs Jo/frJio/is (^/d/vivV.v /,; tendent 
f/t rroissatit rr/'s tnir fonvtioit rli' river Irurs fo/ict ions prinii- 
iivrs i(*ftdrnt rrrs l(t fonction priinidvr dr f{j') si Irs co/istantrs 
sont choisi(\s ronv(*n((blrnirnt , 

( hi p<‘Ut eerire <'n idlrl 

J ./ 1 ^ " Jo I ‘ ( ,/:i ./-i )*'•*• 1 

<*l tons l(*s lerm(‘s, (pii soul d(‘s rou<‘l,lous deri v<‘(‘s, soul, [losilifs, a 
r<*\(‘eptiou pent aMr(‘ du prtuuier. 

la* llieoreiiic (*sl <‘U(’or(* vrai si, au li<‘u d(* <a)usid(u‘<‘r d(‘S IV)U(‘.~ 
lions <*roissaul a\(‘(' Peulii'p //, ou <‘onsid<‘r(Ml<*s lou(‘lious 

d<'riv(*cs /’( .r , a ) ei'oissaul av<‘e h* paraiuelia* a, <‘l leudaut v(*rs uu(* 
roncliou di*ri\(‘(* /’ <piaud a l(‘ud \(*rsao. 

ICuliiu il laul r(‘iuar(puu* <pi'd csl ueci‘ssaip<* d(* savoir (|u<^ la 
r(mpli<ui /*, liiuil(‘ ou somuie, esl uue fourliou <leriv<M‘, pour avoir 
le <lroit (Tappli^i iu*i* 1(* llieorruu* prr('('d(uU : la foiu'liou 

/‘i ./•, a ) r 

lend eu lU'oissauU tpmiul % au|;iu<*ut<‘ iudeliuiuuuU, v(‘!‘S la foue- 
(iou y*(.r ) partout uull<* said' pour o ou (‘lie (‘Sl ('^aht a — 1 . 
<a‘p(‘udaut /{j\ %) (*si uiu* roiuiiou d(*riv(‘(‘ (*l /(.r) u’<*n i^sl. pas 
uiu*, 

( ‘a‘s d(*u\ propri(des \oul nous piu'uu'tln^ (r(‘llt‘rlu(‘i' la r(*(d)uu*(*li(^ 
d(*s fotu'lions prinuliv(*s dans d(‘s eas (‘l(‘udus. 

lout d’abord, ipiaud uuelouelion (‘St la soinuuMruiuj S(h'i(MUU- 
Idrmeiueut (*ou\(‘r|‘<*uU* d<* fouetions d(‘i‘iv<‘es, (‘’esl uiu\ foiu^ion 
dah’ivee dont nous savous Iroinau* l(‘S foiuUions pnnurrv(‘s. Voiei 
ujK* appli(*alion th(‘ori(pH‘ ituporlanl<‘. 

Soil uu(* lonciiou (‘onliuiu* /(.r) d(diui(‘daus (a, />). Manpious 
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Ics polnls Xo:::=i a, Xi, Xo - . - , X n - ‘ asscz raj)pr()(‘lii<‘s pour 

(|iie, dans (j"/, ), roscilJalion (1(‘ /'soil iuloricMin* a £, 

Dans la courbe y = f (^x) iiiS(‘.iM\<)us la linin' 
nalej^ — <f{x) dont les sornmcls onl abs(dss(\s .r<), x ^ , . . 

f {x) el ff (^) (lillei'enl de inoiiis (l(‘ £. (l’<‘Sl dir<‘ (ju<‘ o{x) UmkI 
nniforineinenl vers /‘(j'*), (jiiand s IoikI v(‘rs zero; il nous sul'lii'a 
done de dninontrer (pie '.p (.r ) esl line foiK'liou <l(‘riv('(‘ pour (pn* 
nous piiissions afliriiuvr ipril eii esl(l(‘ iikmiu^ d(‘y’(./'). .Mais o(,r), 
(‘taiiL dans (,r/, I(^ jioJynojne dii j)renn(‘r d(‘^r(‘ 

cp (»0 ^ J(xi) -4- ( a; - .r/ ) , 

./ i-i-i j i 


(\si la deriveii d(^ la fon(‘lion ('oiuinin^ ipii, dans (,r/, ), 

d^finic par 




f{Xj) ■/(xj^.i) 


; = ! 


— .r/)/(.r/)H~ 


(.r — .r/)2 /{.r/M ) ./‘(av) 


aV-i 1 Xf' 


(‘Si 


II esl deinonlrc^ (pie toule foficdon conti/iue <*st nn<* fo/iCJiatt 
derivee^ el (‘.ela sans avoir r(‘(‘.oiM's a rinl('|;ralion ( ‘ ). 

L()rs([ae nous saurons uuairi' uu(‘ i'oiuuioii sous la forun* (run(‘ 
scu'ic^ de fonclions (l(‘riv(H\s loul(iS (l(‘ nudni* si^ik*, nous aurons nn 
[)ro(a';d6 rd^ulier (l(‘ (‘.abuil penn(4.lanl d(‘ i‘(‘(‘onnailr(‘ si /*(‘sl mu‘ 
(l(‘rive{‘ exaelc, ])uis(pi(i la foina.ion priiniliv(^ di* /’nc^ pent t'‘tr(‘ autr(‘ 
(pie la sonitne (les fonelions primih\(is d(‘S l(‘riu(‘S d(‘ la sei‘i(* donnia^ 
{cornpcif’ez p. 8a). 

Ainsiles deux ibeoriuiK^s sur 1(‘S foiniions priniilixes d(*s s(‘ri(‘s 
nous pennettent de fainMians (uu'lains (ais, r(‘lativ(*ineul a la d(‘t(*r- 
mmalion dcs fonelions priiniliviis, (‘e (pie les lh(‘or(*nn‘s sur binle-™ 
gration nous permellenl de faire |)our l(^s roiu'lious integrables. 


(') On pourraiL (^Ire lciiL(i, pour a|)f)li(iu(‘r Ic ih^oruuu* sur lus srriirs uuifunnr- 
ment coiiviirgeatcs de ddrivi'cs, do s’appuYCr sur (uate profK)Hitiou, due u 
VVcicrsLrass : toute fonctiou coulinue est, rciiresenl al)l<‘ pur ime sihu’i* atiirorrridtneul 
convcrgentc dc polynumcs. Pour ([uc celti': niellxuU* (u>nvi<uHH; pour Ir hut cjue 
nous avioris en vuc, il fauL avoir soin do detnoulrer Ic* theorriue de WeierntraSH 
sans se servir dc J'inU^gralion. La ddmonsiralion (jue j’ai douiH^edans le ihilietln 
fles Scietices mathematiqiies de 1898, dans one Note Sur l\tppraxirnalion ties 
fonelions, satisfait I'l erlle condition. 
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J(‘ laiss(‘ <l(^ <‘.ol(‘ l(\s r(^iiiar(Hios aiialo^iu^s I'elaltvf^s a la ra(‘l»(a’(‘lHi 
foiKUioii adiiKUlaiU. pour iioinhro (hVrivo imo foiK^lioii (lomua^. 
J(‘ vais iii<ll(|U(;r (hi(‘I(hh\s propriol.os (l(‘s roiK^ioiis <l(‘rivo(‘s (pii 
p<‘r‘tn<‘lli'onl parlols <l<‘ i‘<‘(‘omiadr(^ iinmodialcaaoni (pdinK* I’oikv 
lion <lonno(‘ n’(‘sl pas iino fonrillou dorivoc. 


II. -- l^ropi'iiHcs des f o actions derivees. 

(J/ic fonctlon dcf'i^uU* nc peat passer dUme imleur a uae 
atitre sans prendre toiites las valeurs intermedla.ires. Suppu- 
soiiSj en <juc Ton ail ' A, ^ el soil G uii 

noinl)r(‘ (a)inpris (Milr(‘ A <‘1 B. On pool j)rcn(lro h posilif ass(^z 
p(^lil pool' (pn^ /■|y’(.'<'0i hit]. ■A.f(a) soil coni|)ris culrc A. 

(‘I ( ; (‘I (|u(^ A /(/> - h) soiK'oinpris (‘iUr(^ IWa. (1 l^a foiKa.ion \J\x) 
(\sl, /i ('laiil li\(% iiiu‘ foiK'liou <‘onlimi(Ml<* ; <|nand vai‘i(Mlo 
a 1) - h (‘ll(‘ pass(^ (ruin' vahnir (‘oinpris(‘ cnilro V <'l a uin^ valour 

(‘oinprisii (‘ulr‘(‘ li (‘I G, doiu^ pour mn^ ('(U'laiin' \al(uir .ro d(^ 
{a^ h li) on a \/{j’o) — G 4 . L(‘. lIuMiirnn^ dos a(‘oroiss(‘in(nUs (inis 
nionirii (pn* dans -f- h ) il (‘xislo inn^ valiuir c Uilh' (pi(i 

/'('•; /n;)- 

Los ronolions d(•riv(•(^s jouisscnil dono. d(* PinuMli's |)ropri(‘l(‘S dos 
foiK'lions <‘(>nl in u(‘s. M. Darhoiix, dans son .Mi'inoiri^ Sa/' ies 
fotu'tlons disciinti nnes (^), a l)(‘an<‘0(ip insisU; snr (uiUo proj)ri(‘l(*. 
Oil avail pris, (‘ii l<'t‘an(‘(‘, PliaUiludc' diMlolinir inn^ lonrlion oon- 
llnu<‘ o(‘ll(^ ipii no pinil passen* (Tmu' valcnir a uin' anlri' sans passi'r 
[)a!‘ loiiU^s l<*s vahnirs inliirinodiairivs, (‘l Ton (‘onsidid’ail luMU' di'di- 
nilion ('omm<‘ (upiivaU'uli^ a (udli' d(^ (jaindiy. M. Darhoiix, (pii 
(‘onsl ruisail dans son Minnoiri* d(‘s foin'lions ddrivin^s non (aiulimn's 
an s<nis d(^ (^anohy, a pu monlri'r (pio l(‘s dinix d(‘(inilious i\e la 
(‘onlinuil(* <d,ai(nil fori (lilldrcuiU's (•*). 

II (‘sl ra(’il(‘ do (n’l<‘r d(‘s fonol ions dis<‘onlinu(‘s (pii ni‘ pass(nil pas 


(') (Icci lie supposi' pas que /' (. jt;) soil. nni(‘, inuis Si'uUancaL (ju(^ /'(.r) soil 
louj<»urH bica <I(''lcrrnia<'!(; (mi gnuaUair sii^ar. 

(") A finales da lAKvole !\k)rnude, iH7r). 

(•‘} Oa iru' pta’iaeltra dc sigaal(‘r qii’cu jipa'J oa (•as(;igaail (‘uc.arc duns an 
de 1 ‘at’is la d^Sliailioa (’riliqut'n (b'^s 1870 par iM. (larboux, (bda (‘Sl. (raulaaL |>las 
(‘lontiaaL (luc la proprictc (jui (‘Sl, daoac.de dans la daliailioa de Cauchy C'Sl cclle 
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d’lme valeur a une autre sans prendre, une fois au moius, chaque 
valeiir intermedialre. Cest le cas de la fonction egale a sin^ pour 

X ^ o eX. a n’importe quelle valeur de I’intervalle ( — i, -[-i) 
pour ^ — o. 

II est assez curieux qu’une fonction puisse jouir de cette pro- 
priety qui a ete prise pour definition de la continuite et etre cepeii- 
dant discontinue en tout point. Pour cons tru ire une telle fonction, 
j’ecris le nombre pris entre o et i , dans un systemc de luiniera- 
tion, le systeme decimal par exeinple : 

rtl 

10 10- Io3 


Considerons la suite des chiffres de rang impair a.j, . . .. 
Si elle n’est pas periodique, nous prendrons cp(^) = o; si ellc est 
periodique, et si la premiere pdriode commence a nous 

prendrons 


Ct-in 


11 est evident que la fonction ^{x) ainsi definie prend toutes les 
valeurs de (o, i) dans un intervalJe quelconque si petit qu’il soit, 
done o{x) est discontinue en tout point; d’ailleurs no prend 

pas de valeurs exterieures a (o, i), done o(x) ne passe pas d’uin^ 
valeur a a une autre /? sans prendre toutes les valeurs de (o, i), et, 
a fortiori y toutes les valeurs comprises entre a et b. 

II faut aussi remarquer que, avec la definition critiquec par 
M. Darboux, la somme de deux fonctions continues n’est plus 
necessairement une fonction continue. En. effet, si 


fi(x) = sin - 

X 

pour 

X o 

01, /,(<)) = 

— — sin — 

37 

pour 

X ^ 0 

et f((>) “ 


les deux fonctions /< et /^ ne peuvent passer d’une valeur a une 


qui intervient directemenL dans presque LouLes les demonstrations, Landis (juc 
la propriete des fonctions continues et derivees n’est gucre employee que dans 
le thto^me des substitutions et ses consequences. 


l/lN rK(;il,Vl.lC DICKIXIH A l’AIDIC DKS KONCTIONS PUlMrTIVKS. ( ) I 

anlrr sails prondia' l<)ul(‘s l(‘s Mih'urs iuUa‘nHaliaii‘<‘s (‘I il idcii <‘sl 
|)as (l(‘ luianc <i<‘ /‘, • hy’^, piiIsipH' 

y*i 1 y :! <> pour .r / (> or y*t(o) i-y'afoj 

I ai s<>inni(‘ < 1 (‘ (l(ai\ Idiu'lions (l(•ri\<•<*s clanl iin(‘ foiKUion <l(‘i‘iv(‘(‘, 
il V a li<‘u, (Taiiros la nanaripK' (r<aHnu‘(a‘ <a>inm(' unc 

(UM)|>ri(‘i(' <'(‘ fail <ni<‘ la sonmio ih* (I(mix loiu'lious (l(a‘lv('(‘s 

n<‘ |>(‘ul passrr il'iiiH* \al(Mir a mu‘ aiih’(‘ sans passi'r par- loul(‘s l(‘s 
\ ahnirs lnl(‘i'in(Mliair(‘s. ( )ii pciU (llr<‘ anssi ipn^ la (li(]V‘i‘(‘iu‘(‘ {|(Mi\ 

loiK'lioiis (l('‘riN(M‘s n<* p<Mil (diaiij^nr <1(‘ sij^iu' sails s^anmilnr’, ipil, 
SI ron son^^n a la r(‘pr('s<‘nlali<m ^<‘()ni(*lri(pi(‘, p<ni(. s’niunKun* ai nsl : 
Deffj' fatiriinNs (l(h'i\uu*s no (lonoont so frnoorsor sans so ron- 
onntror, 

\ oiri (III (’\(‘inpl<‘ (In Tapplii'a! ion <l(‘ (’(‘U<‘ propricdn. Soil 
mH‘ foiu'lion (‘f^ah* a la roaclion pa^<‘ po, ((iiaiNl n’(‘sl, 

pas <»^al(* a j\ o\ ('pili* a o (piaiul ^f(.r ) .r. i(.r ), ('oninn^ no 

pool pass(*r (rinu‘ vainnr a iiin^ anlia* sans pass(‘r par lonl(‘s l(is 
valinirs !nl.(*rni<Mliair(’s, In pr’<‘nil(‘r (iKsnrinn in* pnrnu'l (loin* fias 
(1 ariirintn' <1 n(‘ 'L( ,r ) n'l'sl pas uiu^ fonnlion (l(‘riv(U'; mais, pnis(|ii(^ 
'['(./M li*a\nrs(‘ la foin'lion nonlinn(‘ .r dans loiil iul(‘r\all<‘ <‘l in* la 
I’niu'onlrn (’(‘praidanl (|ii<‘ poiii’ ./* o, la dt‘n\i('‘m<‘ proprii'Ki 
nnmlrn (pin n^'st jias nun d(•riv(‘<^ 

Vvanl (l(* rn(dH‘r(‘h(*r si la idnnlion '^(.r) os\ uno (l(*i‘i\(‘(‘, j(‘ vais 
moiUian* noniiiKnil iin nas parlinidiia* Inijiorlanl dii lIuMnsnin^ (l(^ 
Sidini'llnr Si* (l('duil ininKMlIalininnil (In ll»(‘oirin(* d(‘ M. Dai’bonx. 

Snpposons (pi(‘ la d(‘i’i\ (*(m ruin* roiniiou /*( ,0) soil Ion jours binn 
d(‘‘l (‘rm i n('’(' (oi grandeur (‘1 si;^n(‘ i on in* snppos(‘ pas (pri'lln soil 
lini(*), alors si ('lb* n’(‘.si pas loiijoiirs <*^al(‘ a nn noinbri* domn' A, 
rnusrnnbln d(‘s \al(*iirs d(‘ .r pour lns(pi(*ll<‘s J\j') <‘sl di(lnr(*ul d(^ A 
a la piiissanni* dll (‘onlinn. I'ln (*IInl, on bi(‘ny*y .r ) (*sl. (‘.onslauM* (*l 
la pr*o|>ri(‘l(* nsl d(*inonlr('n, on blnn /'y./.') pr(‘n<l dniix val(‘ur’S B 
(*l (4, (‘1 alors (dl(* pi’(‘nd anssi Ionics bvsNab'nrs (a)mprls(*s (uUn* B 
<‘l (1 (pii soul lonl(‘s, said nin* pi'iil-iMia*, dinV‘r(*nli*s (b* \. l/(ai’" 
s(*iubb‘ d(‘ n(‘s vab*urs dn di(r('r(‘nU‘s (b* \ ayaiil la pnlssan(‘(^ 

(In nonlinn, II (‘ii (‘sl (b* mibin* d(* r(‘nsnmbb* (l(*s \ab*nrs (b^ (‘oi*- 

rcspondanl(*s. 

( a»(d pos(% si y’(a‘) a lonjonrs mn* dnri\(M*, (*l si n(*U(^ (b‘riv(';(‘ nsl 
Mulb*, said’ p(*nl-(*lr(‘ pour nn (‘nsnnibb* dnuoinbrabln dn vab*nrs 
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9‘A 

(le .X*, on peat affiriner qu’elle esl toujoiirs L csl l(‘ lh(M)r(‘ine. 

(le ScheeB'cr, dans lui cas parliculier. 

Revenoiis a la fonedon cp(^). Est-elle line (kh'ivcc? L(‘s deux 
llieoremes |)recedents ne semblent pas lonrnir lacdlenKnil unc' 
reponse a cette qiieslion. Une premiere melliode eonsisle dans 
rapplication d’lm theoreine deinonlre prccedemineul; une roiie.lion 
derivee bornee a le menie maxiinuni (pie ron on non les 

ensembles de mesnre nnlle (^). II n’esL |)as dillicdle de d(‘monlrer 
que cp(j6*) n’esL dillerente de z6vo epic [)oui‘ un ('nselnl)l(^ de vabairs 
de X de mesure nnlle [voir p. i<)p), n’esl done pas une 

lone lion derivee. 

Ce ri^sultal pent etre obtenu (rune loiiL aulre inauiiuu^ U/te 
derwee ne peat pas etre discontin ue e/i tout point, el '-p(.x*) esi 
(lis(‘onLinue en tout point. 

Gelte propri^Ui des fonctions d(b‘iv(‘es r(‘sulte (run llH‘orem(‘. du 
a M. R. Baire. f {x) est la limil.e, pour dc; la fom^lion 

r[ /\x)^ X fi \ continue en x (piand A est (‘ouslant; (^(‘stdoiK^ 
vme fonction de premiere classe, (resl~a-dir(‘ une foiuiion liniite 
de fonctions continues. Or M. Baire a d(hn()ntr(‘ (pi(‘ si Ton ('onsl- 
dere une fonction de classe i sur un ensemble |)arfail (pudeoiupie, 
il existe des points ou elle est continues sur (‘el (ms(uubl(t parfait; 
en (i’antres tenues, elle est ponctaeUernent discontinue snr tout 
ensemble parfait (-). 

III. - L Hate grate dedaite des fonctions prirnil iees, 

Dans l)('au(‘oup de eas nous savons, sans le s(Ma)urs d(‘ rinle- 
jj;Talion, reconnaitre si une fonction doniua^ est une (bh'ivee (‘t nous 
pouvons aussi esp(jrer trouver sans inle^ration la foin^tion [yriini- 
live d’une d(3riv(ie donuee. PiVaunlemment nous r(bsoIvions (a‘s 
(|Liestions en nous servant de rinUif^rale (l('duu(‘; ou pent se 
demander si, iiiversement, nous ne pourrions [)as d('bnir rinle^rale 
a I’aide des fonctions primitives. C’est la nu*tbo(l(^ de Dubanud et 


( 1 ) Je rappellc (|ue ce thiioreme a 6t6 obtenu sans remploi (l(‘ rinlegration. 

(-) Cette condition (‘st necessaire ct suffisanle pour (pi’iine foiudion soil de 
classe I. Pour la tk^rnonstralion voir la Tht^se do M. Baire, cit(!e page 79 . 


L LM’iscai vij-; Dia-’iMi*: \ i. ,vn»i-; nics l•'()^<:Tl()^s imumitivks. () ) 

SriTrl ( ‘ ). iNnir crs ;ml(‘ni‘s itiu* fonvhon ./(a*) a un.c i i\lr i*i'ale 
(hms (<'/, h) fi>rs(iu vUc (tdtuel <l<fns h) inu* foncltoii p/'inii- 
a ( ./• . ( i'ffr 1^^* /\s7, pat' fl('*ltnifion, 

) (f t' fi'{fi) - ~ rT| (t ). 

^ aMl <M Ir li II i h< )ii n rsl pas (‘(| m\ ah‘iil (‘ j'l ia <l(Win i lioii (l<^ U Kaiiaii ii . 
!) mu* pari, il I'xish*, luuis li* savons, <l<‘s lun(‘l.ious iiUr^rahh^s, au 
.s<‘Hs ilr IU(‘maun, (pii m* soul pas <l(‘s loiu'lious (Irrlvau's ; (rauli'r 
pari, il <*\isl<‘, ('oinnu* niuis allons l<* \oir, (l(\s fonrlions (Irrivrcs 
non int<*|;rabl<*s au suns <!<* Kl<*inami. 

Lu pr(‘iu!ur <‘\<‘iupl(‘ ih* l<‘!l<‘s loiu‘limis (‘sl. du a iVI. Vollurra 
[ i i tarfut (ft* Ifut i<S<Si ); \ui<‘i <'()miu(‘iU on I’ohllcuil, : 

Suit 1% un <*ns<*nil)l<* jiarlail non dunsi* <pii lu* soil, pas nn j^ronpi’ 
inlt’^raldu, paj;<‘ |.‘i. Soil [ a, h) nn inh'rvalli* (‘onli^ai a 1^, <amsi-- 
di’rons la foiu'tion 


./■,// ) (X 


sa d<‘*ri\<*(* s'annnii* mu* in(inil<* <l<‘ (ois (‘ulri* a (i />, soil la 

pins j;randi* \alcnr dr .r non snp<‘ri<*nr(‘ a , <pii aniudi^ o'. 

<a*ui pos(\ nous d<‘linissoiis iiiu* foiu'liou l^'(a‘) par l(is c.oudilions 
sni\ anh'H : ullu <*si mdh* an\ points di* dans I on I inl(‘rv; 'ii(' {'h (>} 
(*onti|;n a Iv ullu rsl <*| 4 ali* a ) d<^ a a <*/-+-<'■; di^ <(.■-{- i'. a 

fi r la foiu'lion 1*' <'sl ronstanli* (*1 (‘^alt* a cp ( I r, '/■ ); d(* — <' 
a //, l‘' rsl «*^alu a o i j\ h ). 

<a*tt<’ I'ourtion <*sl (S id<‘nmH‘nt (a)nliiun*. IClIi* a mu* 

d(‘*ri\<M*: <•(*(*! ust <*vid(‘nt pour l<‘s points <pM u’appartl(‘!uunil, pas 
a !%: suit .I'o point du M, !<* ra[)poi*t. /■[ ./‘o, I™- 4] (\sl. nnl 

si .r<, 1 4 usl point du K. Si .ro«f-4 n'<‘st pas [)oiul du 1^, il appai'- 
tiun! a nn intur\allu I’onli^n a M, soil a (*ull(‘ d(‘s (*\lr(nnil,(;s d(^ (an 
int(*r\all<* (pit <*^1 dans {.r,,, .r,, I 4); on a (•vid(*nnn(*iU 


r I l‘’{ X ), a*„, x„ 4 |i * 


I 4 )L f.To-u 4, 


doiu’ l'‘, t ,r i a niu* d<*ris<‘(* nnlh* im Ions l<‘s points d<‘ K. 


f'j iv.niti* indniHM’l rt Srrrrl u<* c(»nsi(l<n*aicnl f;iicr(‘ (jur <l(‘s fouclioos 

rtHitintn*s. nt»ur rrs foiict intjs, {ra{)rt*M rr qui piV'rrdr, Icur (Uninitioii cst cquiva- 
a dr (!aarhv. 
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La derivee F de F esl }3ornee, car la derivee de qui e.st 

mdle iDOiir x' — o, etqui, pour x different de zero, est egale a 

. I 1 

'IX sin cos --5 

X X 

est bornee. Cepeiidant cette derivee n’esL pas integrable, an sens 

de Riemann, car en tous les points de E le maxiinuin de est ■+• r 
et son minimuin est — i, puisqu’il en est ainsi pour x -= a et 
a); or E par hjpothese n’est pas an groupe integrable. 

Par line application convenable du principe de la condensation 
des singularites, on obtient une fonction derivee cpii n’est inte- 
grable dans aucun intervalle si petit qii’il soit (' ). 

La definition de Duliainel s’applique done a des Ibnctions bornees 
aaxquelles ne s’applique pas la definition de Riemann ; de plus, 
la definition de Duhamel s’applique a des functions non borndcs, 
car il existe des derivdes non bornees, mais toujours linies, la 
derivee de ^-sin-^» par exeinple. 

A la definition de Duhamel et Serret on pent appliquei* la gene- 
ralisation employee par Cauchy et Diriclilet. Je ne m’occuperai |)as 
de cette generalisation ni, pour le moment du moins, cle la sui- 
vante, qui contient comme cas particulier la definition de Riemann 
et celle de Duhamel pour les functions bornees : Une fonction 
bornee f{oc) est dite sommable, s^il existe une fonction a 
nombres derives homes F(^) telle c/ue F(:t') admette f{x) pour 
deru^eCj sauf pour un ensenihte de valeurs de x de mesure 
nulle. U integrale daiis (a, b) est alors, par definition^ 

¥{b)-¥{a)0)- ^ 

Adoptons sans generalisation la definition de Duhamel et Serret. 
L’integrale de Duhamel (integrale D) jouit de certaines des pro- 
prietes de I’integrale de Riemann. 


(^) M. Kopke a construit des foncLions d^rivables a d^rivees bornees s’annulaiiL 
dans tout intervalle. Ces derivees ne sont evidemment pas integrables. 

(-) Comparez avec la page 83, oil, des que f est donate, on sail en quels 
points on n’a pas necessairement F'(^) = f{x)] ici, au contraire, on ne le sait 
pas. 

Les dilferentes fonctions F(ic;) correspondant une m^me fonction f{x) ne 
different que par une constanle additive. 


L ihikinu'; a i.'mdi*: dks i-onctions I'uiivirnvKs. 


<)> 

(hi a 

(f; t i;.; i " o. 

La soimiK* <l<‘ luiK'lions iul(‘^ral)l<*s I) (‘sl. inU‘^raI)l(^ I) 

a pour iiito^ralr la somnu‘ (I(‘s inl(‘^r'al<‘s ; niais la produli 
<l(‘ (Iru\ loiKiions iiil(‘^ral)l(‘s I) n (‘s( pas iir<‘(‘ssair(uii(ui(. iiU(‘~ 

^ral)l(‘ I ) { ' I. 

I hiv scvw unrroraiirrurnl <*onv<*rf;<‘iU(‘ foiK'lions iul(‘^i*al)l(\s I ) 
rsl uuo roucliou inlr^ral»l(‘ I) <‘( I'iiilr^ralion piMil ('inMdrroliMa^ 
lormc a IcriiK*; la proposilioii dc la pa{^(‘ iSa. Du di* la 

pagu 8() on dtaluil <pi<‘ st d<‘s louctlons ialu^i’alih's I), ///(./‘h 
l(‘ndunt <ui rroissanl viu's un<‘ loiuMion inir‘j‘ral)l(‘ D, J\x)^ riul/*- 
^raliMli* /„ luiid v<*rs <*cll(‘ <l<\/, <ui <‘roissaiil s'll s’ajj^il. <rini inUu- 
vall(‘ (Lintui^ralion positif. 

lai pro[iosil!(m analogue pour l(*s irilu^ralt's du Hiiunauu csl, 
\ ral<‘. Nous <’aI<pi('i‘ons la driuonsiralion sur ('(‘ll(‘d<‘ la |iag’c8(i. 

Cauistu'voHs h*s notations dt* (‘(‘llu |iaj;(‘ 8(), /*, //,, ... soul 

iHaintcuianl <lus fou<iions iulu^rahlns positiv(‘s. ... sont 

cullus d<‘ hnirs intu^i'ah^s iiidi'dini(‘s (pii s'anmdiuit. f)oui‘ Tori^iiu^ a 
do rinl(‘rv all*’ ooiisidur*’. 

( )n a (’vidcmuK’nl /’ (Tou a* <‘l puisipu’ l<‘S (iroissiuit. 
la s*’ri<‘ d(‘s ( u.st <'oii\(‘i’^*‘iil<’. L’a<’<‘roihs<’m(*nt ih’J, dans un lnt<‘r~ 
\allc [losilil (pndcoinpi*’, csl an inoins *’^al a (‘(diii d*’ S,/, doin’ a 
<’<dui d*‘ I’' *•( I’’ *‘sl a noiubi'i’s <l*‘ri\<’s horiu’S. Lour nionlriu’ (pu‘ 
I’' J, it suflit dc ni<>nlr<‘r <pi(‘ vv> diuix loinMions out nnhiK’ 
<l<h‘ivc<‘ partoul, sauT pour nu <’ns(‘iul)l*' d** Nali’urs *1*’ ,/• d<‘ incsnr*’ 
null*’, Ln lout point on /', ...soul loiiU’s <*onllnu(‘s, lb, 

I , out <lcs tl(‘rl\ i'a’s cl I** raisoiun’iiu’nt <!<• la |>a^(^ 8^ inonlr'*’ 
*pi'<’n c*’s points I’’ a nuhnc <l<‘ri\ cc <pn‘ J. Mais l<‘s points on /'nb’sl, 
pas <’onliniic fornuMit un luiscinld*’ <!(’ nu’surc null*^ l^(y ’)7 Irs 
points d*’ disi’onlinurl*’ *1*’ luruK’nl r*’nscndd*‘ d<‘ ni<‘Sur(MUill(^ 
la r*’uni<Hi dc Ions c’cs (‘ns<‘inld<’s donn*’ un <‘ns(unl)h‘ d*’ 
nicsurc nullc I'lt r<in a sauf (x’ul-iMn* aux points d** L. 

D*‘ la s(‘ <l<alnil 1*' lln’orcuM’ : 

Ijitst/ta* (li\K /(f/irtifi/is f ntv^r(thlc}i fu Lett<l<uit en crousdnt 


( ' I Par f'xriapi*' it* prtuluit a* (.r hin * j nVst pas hUcgrablr D. 
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t^e/\s ane fonvtion integrable J\ V inlc grale de f,i Lend vet's etdlv 

def{'). 

INoiis devons nous deniaudcu' inai nUoiaul. <|u<ds s(U‘\ l(‘(^s jxuiNaoit 
rondre Ics intej^Tales au s(‘ns d(‘ Diihaincl ol S<‘i‘r(U. 

Ces iiite^ralcs no peuvcnl. reiidro amain scjrvica' dans la roidnuadio 
des fonclions prinutives, puisipdollos su})posenl (aa.l(‘ ro(di(*r‘(‘.lM‘ 
eirecUiee, mais les inle^rales an s(ais do lAioinann s(‘r\ (ail sn lionl 
a (‘alo.uler Ics liniiUis do sonuncs. 

Le raisonncinenl dc la pa^e 'jH inoiiUa* (pi’iiuo iuU‘^i'al(‘ I) osl 
line liiniLe dc soiurnc; on pout doin'- osperer S(‘ sor'vir d(‘ (‘(‘s inhn- 
grales pourlc (adcud dcs Jiniilcs de sonimc. Nous avons n u, paj;<* 
qiie cola 6linl cdci-livcnniiU possihli^j |)iiis(|u’ll a (do didnonh'i* (pi<‘ 
la longueur d’line lanirhe (jlail. IMnU'gralo D dc 4 3'-, 

toutes les fois (.|uo ceLle inl-tigralc oxi’sto (^). 

Do nouvelles tU-udes sur I’inlc^gralc sont ccpcndanl inda^ssaiia^s, 
oar nous n’avons pas oniairc ri'solu lo prol>ldnio di^ la I'CM'lua'cln* dos 
fonclions pninitivcs; d’aillourSj |>onr l(M^al(uil do la longmair (ruin* 
(iourl)o ayanl des langonlos, ruin^ (‘I I’anlri* iiili^gi'alion sonl insiif- 
fi sail les ('4. 


(') Oil pent rcMnanniCL* ({lu^ ccUe propriiHc* rcslc M-aio s’il s’a^it. dc lotx'lioa^ 
inUigrablcs d’apr6.s la gdiuiralisalioa iiulujudc 

(4 Jc nc puis que sif?nal(‘r uuo aiitrT api>!i(UiLion (l(;s iiiU'f; rales h: lf)rs(|a'imr 
fouction d<Srivce b<)rn6(^ adnxa un dcvcdoppoiiHuU. trij*'ononi('lri<iiH‘, 1<‘S (‘ueflieirnls 
dc cc d(5vcIopp(uncnt sonl doniuis parleys foranib^s ('.onniu'S d’bbibuMU K<)uri<‘i\ l«‘s 
iiUcj^ralcs qui dgurcnl- dans c(^s forniules (itanl diis inicgralcs 1). 

J’ajouUi qu’il exisUi cllccUverneiU dc'S fonctions derivees hornet's, non intef*ra- 
hlcs an sens de Hicmann, qui admctUnit iin dtiVtdopjxanenL trif^oiiomet ri((U(‘. Pour 
la dthnonstvaliou d(': ces propritjLcs, on poiirra se reporter ii un Metnoire! Siir Les 
series trigo7ionietriqu.es que j’ai puhlit^. dans l(‘s Annates dc rEcole A'ornifite 
( novernbre iqoB ). 

(4 II esl fae.ilc de voir (juc ^ n- ^^‘’^sin n’est pas uru- deriveci exat'lt*. (hi 

pourra pour Ic voir, soil developper ee radical en scrie de Laurent, soil ultUstu' 
les rt^siiltats qui seronL obtenus plus loin. Parlant de lii, on dtimontrera sans peint* 
que la quaiUini \/i -P F' uii F csL la fouction a derivee non inlefjrable de 
M. VolLcrra, u’est iulbgrable ni au seas de Uitirnaun, ni au sens dc; Dubamel. 

La courbe y = F(^) nc peut; done 6trc rcctific'c ni par Tune, ni par rautre des 
deux racthodcs employees. 

Four Fapplication indiqude dans la Note prdc^dentt;, les deux inte^o'ations .sont 
aussi insuflisantes, comme on le voit en considt;rant la sominc d’une ddrivt!e rmn 
inttigrable reprtSscntable trigononK^triquenicnt, ct d’une fonction non dt^nver 
reprt^sen table trigonomtUriqoemcnl. 


i/iNTr;<iUAij*: dkkixii-: a r/Aiui-: i>ios konctions phiahtivks. 97 

J’aj<)ul(‘ <‘a(u>r(t (hh^ si l(^s dcaix i a U‘^' rati 011s <|U(^ aons avoas 
aln(li(‘(\s |)araiss(‘nl (at ^(aaa'al saHisanUxs, (ada li<aU, naiqiKaiuait 
a <‘(^ <|U<‘, ()i'(‘S(ni<‘ Uaijours, on s(i rxislnaal (l(i parti [)ris a la <‘,oasi- 
(Irr'alioa <l<‘s lon('li()as (a^nlima's (‘I aWaia* sou vent a la ooasidcra- 
tioa (l(‘s (‘(HK'lioas aaaly ti(|u<\s. 
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ClIAIMTIiK VII. 


u:s l« (> N < T 1 ^ *^0 M M \ J* 1. 1 • 


1 . 1 .!' pn>hli-nii‘ d' . 

U, api.licalions cla.ssi.iuo <!.• I u.U-!:r..ti..u .1.- U>m U«u^ .•■...li- 

uu<s, Icsui.i.li.'ali...... fuil.-s ,,r<V.Mi.-.un..-at .!.• .... m-u. 

a<. Uin..a.u. <m a., s.-as .!.■ I)al.a....l S. r.vt, M.li.s. at {...a.- 
<>u .M.I.-.um. !.• .1.- r.-Haiu.- m...}.!.-. .-..u- 

srqu.'arc.s <lc loulcs Ics <l<•liaiti..u^ .1.' I'lnl.-fj.al.- .t.'j.. .-t 

poar couvaiucT p.H.p.a.a.-> .l..iv.'at a.'. ..pj.... 

icni.- a riuK'gralc. si 1'.... v.-al <|..■il V ait I-;;..- ••at..- 

ial(''}A.'alc ct riul.-tii-alc >U>s r..n< li<.as .•..nlia.i. '. 

(i’csl pom-(|U<ii nous notts pn>/><>S4>r)s ,! iitt>t< hrr n Jxtir 

Hon Iwrnrr [' ) /(.>■), 

posilrf. nr-atifou nul. tin n.nnhrr Jini, 

opprlons I'imr-nth Hr J\ .ruh, ns ^ . h.'rt .pH s.„tst,nt nu.r 

cofuHtians : 


1. ()tu*Ls (jiif soirnt fU 

j, » h 

I /( r I Hr f ./■< ' 

, • H t I 

2 . Qtuds ({({c soir/it 

/{.ruU- P / /{■r).lr f 

•1, * . 


./ 


h i iir : 


/ ■■ ,#■ -i #/.< 




/ [/(*r ) r .^^)l c/.r j J i-ruir j f 

< • it * •* 


i i } i/ 1 . 


( * ) Lc inol bot'nei* ost iMM'cssairt* 'hj vrut I 


|»4|}|lHil' fi w** > 


LES FO]NCTIOXS SOAJMABLKS- 
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■1. Si Con a o el 6 >> r/, on a aussi 

I f{T)dxlO. 

r>. On a 

I 1 X dx ~ I . 

-■0 

6. Si/,i(j:) tend en rroissant versf{x)^ V trite grate de ffi{x) 
tend vers celle de f(x). 

La signilicaiioii, la ncu^essile el les cons(^qLieiices des cinq pre- 
mieres conditions de ce problerne ddnte.gration sont a pen pres 
(Widenles; iious ne nous y etendrons pas. 

Ija (Condition 6 a one ()iace a pari. Elle n’a ni le ineine caractere 
(le siin[)licile (|ue les (vinq premieres ni le insane caractere de 
nec^essitc ('). De plus, landis qu’il esL facile de conslruire des 
aornhres satisfaisanl a qualre (juelconqiies des cinq premieres 
(^ondilions, sans sallsfaire a toiiles les cinq, ce qui monlre qiie ces 
(vin(| condilions sont in(l(q)en(Iantes, on nesait pas si les six condi- 
tions dll pj‘ol)lemc (rinte^Talion sont independantes ou non (-). 

iu.i enoucanl 1<‘S six conditions dii problerne d’integration, nous 
definissons rinte^ralc?. Cette definition appartient a la elasse de 
(‘dies (|ue I’on |)(‘ut af)|)eler descriptives ; dans ces dcifini lions, on 
(hionce des |)ro[)ri(U,es (‘aractcirisLiques de I’etre que Ton vent 
definir. Dans l(;s didlni lions cons true Lives, on (-‘nonce quelles 
o|)eraLions il faut f'aire pour obtenir Fiitre que Ton vent d(:^finir. 
Ce sont les (bdinitions conslructives qui sont le plus soiivent eni- 
ployiics en Analysis; <‘(q)en{lant on se sert parfois de definitions 
descriptives ('^); la definition de I’inti^grale, d’apres Riemann, est (*) 


(*) EH<‘ |)araiL si pen luu'.cssairc qu’ellc cst g6i(iralement inconnue, mdme pour 
1(^ cas oil f cl sont ini6ji[ral)lcs au sens de Uiemann ou m6mes continues. II 
sc pourraiL <railh'urs que certaines dc ses consiiquences aient, au contraire, uii 
ires grand caraclere dc niiccssilc. 

(-) La rt'jpons(i k cc.lLc question importc peu pour les applications, mais elle 
prdsente un inli^riit au point de viie des principes. S’il etait di^montr^ que cette 
sixieme condition est indi^pciulante des cinq autres, il y aurait lieu de chercher 
a la reniplaccr par uric sixienu^ plus simple ct surtout de rechercher si, panni les 
syst^mes de noinbres qui satisfont seulcmcnt aux cinq premieres conditions, il 
n’y en a pas d'aussi utiles que celui qui va 6trc dtudie. 

(3) L’emploi de ces definitions descriptives est indispensable pour les premiers 
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coiistractive, la definition des fonc lions primitives est descri|)t;iv(‘. 

Lorsque I’on a enoiice une definition constructive, il faut de- 
montrer que les operations indiquees dans cettc definition soiit 
possibles; une definition descriptive est aiissi assujetlie a certainiis 
conditions : il faut que les conditions enoncees soient compa- 
tibles (^). Le procede jusqu’ici toujours employe pour demonli’iu* 
que des conditions sont compatibles est le suivant : on choisit dans 
line classe d’etres anterieureinent definis des etres joiiissant d(i 
toutes les proprietes enoncees. Cette classe d’etres est genera b^- 
ment la classe des nombres entiers (-); on admet quo la dclini- 
tion descriptive de ces nombres ne contient pas de contradiction. 

11 faut aussi etudier la nature de I’indetermination des eti'cs ipie 
I’on vient de definir. Supposons, par exemple, que I’on ait demontrc 
I’impossibillt^ de I’existence de deux classes diffcrentes d’cln^s 
satlsfaisant aux conditions indiqin^es, et que, de |)lus, on ail 
demontr^ la compatibilite de ces conditions cn cboisissant une 
classe d’etres j satisfaisant ; cette classe d’^tres sera la seiile ddfinie, 
de sorte que la definition constructive qui a servi a efrectuer 
choix est exactement ^quivalente a la definition descriptive donmie. 

Nous aliens recbercher une definition constructive cquivabmKt 
a la definition descriptive de I’integrale ('^). 

On demontrera d’abord sans peine en s’appuyant sur les condi- 
tions 3 et 4 que I’on a la condition S 

b .j> 

k f{x) dx k I f{x) d.r, 



termes d’une science quand on vent construirc cctLc science d’unc facon puov- 
ment logique et abstraite. Voir la These do M. J. Dracli {Aiinales de I'Jl'cole 
Normale^ 1898) et le Memoire de M. Hilbert sur les fondemonis do la G(iom6tri(‘ 
(Annales de VEcole Normale, 1900). 

(^) C’est-i-dire qu'aucune de leurs consequences nc suit de la forme : k est 
non A. Il y a lieu aussi, comme je Fai ddja dit, de rccherchor si les conditions 
sont independantes. 

(''^) Voir le Memoire d^j^ ciL6 de M. Hilbert. C'est parce que Ton peui dcinou- 
trer la compatibility des conditions dnoncecs dans les delinitions descriptives des 
premiers termes de la Geomytrie k Paide du systeme des nombres entiers (ju’il 
est lygitime de dire que la Gyomytrie peut yire tout entiere construitc k partir 
de ridye de nombre, 

( 2 ) En se pla^ant au mytne point de vue, on peut dire que les travaux (‘xposes 
dans cet Ouvrage ont pour but principal la recherche d’uae dyiinition construc- 
tive yquivalente a la dydnition descriptive des fonctions primitives. 


U S KONcnoNS SOMMABLKS. 



lUt 

/i <‘st «UM‘ coiislauM*, i\rr\ poso, soil ./’(.r) uue fonclioii 
*lroiHpM\ niMjs «l<‘sl^n(‘rons par a P] I’tuisfoiiblc 

, \alriu's i\v j' pfMir lrs(|ii(‘llrs on a a <; /\ ./; )«< ol par 
/i j' \ 'xl r«‘us<‘ml)b‘ (los vabnirs ( 1 (‘ ./* pour l<‘S(piollcs on a 

fi t. 

■^oil f /, lu rinlorvalh* i\r \arialion < I (' /’(./•) (M; pai'laj»'Oons ('ol 
:»r\al!o (01 inlcrNallrs parlit'ls a Taidc <l('s uon\l>r<‘s 

/o / „/( /. ... Jn lo 

jjHiHons (jiM‘ , /f in‘ soil jamais snpcrienr a s. 

lrsi|;uons par »!//( / n, i, ff ) la louclioii e^alr a i 

hhI j' apparlitoU a I'*] a \^li ‘Cj i-^') <C 

ttilh* pour Ins aulrrs poinls; drsignons par H**/ o, i, ..., n) 
iiMiioa rgair a i ipiaml ./* apparti(mta <./{-^‘) < ^'i]j a 

f\ J I j t’l nnllr pour l<*s auln^s points. ( )n a nvidcunnnml 

t if in 

■.(.ri V/,.|,,i.c) /(.,•! V/,>r/(.r) <l‘(.r). 

jmm 

to / “ 


#orntpn* nous sauiauis intrj;r(‘r l(‘s loiu'lioris '[» (pii no prcninnnl 
' Irs \al(Mirs o rt i , nous ru (halnirons, j^’ra<‘a‘. anx ('onditions d 
a li-« iiilt'^nilrs ilfs ■^{.r ] <‘l l(‘S(|iicllcs ooaiprcaucul 1 lu- 

•iilf ) t) 

ii‘ jiltiH’st./) cl lUll'crciU tic /(./•) tit' s iHi plus, tlituc. Itui- 

I iinii'tii'tiictncul vtM's ./'(./■) t|uuiitl s icuti vtu’s /.crti ; il csl liit.ilt^ 
I ciiiicltirc i]uc Ictirs iiilcpnilcs icutltuU, vers ttcllc tltt /(./;). 

'.n clVcI. si Ics liuiitcs inlcrictirc cl siipcriciirt; tic suul. I 


„ tl'iiprcs :5 ft t, / i;{.r)<l.r t'sl ct). uprise ciilrc 

* 

I itlv i f ilr ri / Idx- L / ((x; 


t His undut<*uuut 


AO.r) y i.r ) - .r ), 
: b / O, 


I 

I 


Ka 

fill 


,r«Hlifs trnurs. / rl 1. -otil IfS liiuilfs iiilV-firiiir cl supcricufc tie /(.c). 

in, |M.uf iusutitls, Ic prcblcmt^ .I'inlegraUoii possible. 
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done I’integrale de jo ( . 2 ^) est inferieui'e en module a s / (juaii- 

' it 

tite qiii tend vers zero a\ ec s. 

Pour savoir calcaler d inlrgrale dUine fonctiou quelconr/ue, 
il sujfflt de savoir calculer les late grates des fonctions 6 qid i\e 
prennent cjue les valeurs o et \ . 

11 faiit remai'quer que nous avons demontre iiicidemmcut la [) 0 s- 
sibilite d’integrer terme a Lerme les series uniformenienl eonvei- 
gentes, si le probleme d’integration est |)ossible. 

. 

La quantite / dx qui figure dans la demonstration |)reeedent<^ 

a (t 

se calcule facilement; en se servant de 1, de 2 et de 5, on voit 
qu’elle est egale a b — a. 

Si la fonction f{x) est eoinprise entre t et L, son integrab' dans 
{a^ b) est comprise entre t{b — a) et L(7> — a.)] e’est le theoreme 
de la moyenne. 

Si nous appliquons ee theoreme a|)res avoir decompose (^, b) 
en intervalles partiels, nous trouvons que / f(x‘) rf.r est eom})rise 

ty (I 

entre les sommes qui servent a definir les integral(‘s par defaut <^t 
par exces; V integrate est done comprise entre les integrates 
par defaut et par exces. En particulier, si le |)rol)lem(i d’inte- 
gration est possible, pour les fonctions integrables an sens de l{i<^- 
inann, il n’admet pas d’antre solution que rintegrale de Riemanu, 


11. — La mesa re des ensembles. 

Occupons-nous maintenant des foiKitions A qui ne prennent qiu* 
les valeurs o et i . Une telle fonction est entierement delinie par Veil- 
semble E[A(^*) = i] des valeurs on elle est diirerent(‘ d(^ o; riiite- 
grale d’une telle fonction, dans un intervalle positif, est un nond)r(‘ 
positif on nul qidon pent considerer coiinne aLta(die a la parti(‘ d(‘ 
Fensemble E[A(.x-j — ij comprise dans rintervall(‘ d’integration. 
Si Ton traduit en langage geoinetrique les conditions du |)roblenH‘ 
dbntegration des fonctions A, on a un nouveau probleme, le pro- 
bleme de la mesure des ensembles. 

Pour Fenoncer, je rappelle que deux ensenil)les de points sui' 


I.i;s KONCTIONS SOMMAIU.KS. 

I 1 I 1 <‘ ilrnili' soul .Ills r nt/ii.r si, |);ir |,> (l(•|)liMU!^l(uU, dc I’un (I’.uix, ou 
|..MI| I.’S n.iiv I, .lu’uii ,>ns(unl)lo K usi, (lit, lasommcdcx 

(•/;.sr/«/-/.-,v,vsi luiil |.<>inl <|,. I', api.iirticiil, a I’lm au ww/i.s’ (l.;s (>('). 
\ oiri la <HM‘s|i()u a r<vs(m<lr<‘ : 

.\oiis finas prop,, sans (tltnrhnr a cluupie ensemble K borne, 
fanne <le paints ,le ax, an nanibre pasitif on nnl, ni(K), qne 
nans nppelans la incsiin- dc K el qni .snlis/nil nux conditions 

l^ t^iisvtnhlrs out monte mesnee; 

/. ensentiile stnttme (run notnhre Jini on d'nne injlnite 
deuofithniliii* <{ ettsemhh^s, softs point eommnn deux a deux, 
t( pour nu\Hure to sofuntt* dt*s niesures; 

♦i . /a/ ftit*suf'(* fit* i ertsemhlt* de tofts (es ftoinls tie (o, i) est. i. 

lai #{ rrmjilac’r la (’oiulil.iou o; la <a)U<lili<)ii ^}! pro- 

\irnl i\v Tapplirahoa <l(‘s ('oudilious e{ (> a la s<‘ri(‘ 


tlaiiH la<|ii(‘IIr t(Mis los lorm<*s <‘l la solu^H^ sotU (l(‘s Idiu'lioiis 4 ; 
quaiil a la (auHlitioa V <‘\s( la (‘on<!ilioa I. lUu; (^xplaailion <‘sl 
ropradaat arro^sairr: il v a <‘sp(*('<*.s (r<ais<‘ial)l<!s o^aax : 

<a’a\ quo I'oa [hmM I’airr roia<‘i(lrr par iia ^liss(‘aa‘ul dv ox e\ v.eu\ 
<|uo 1 oa prut lairr <‘(a'aridcr par uar rolalioa <l<^ t: anlourd’ua 
pniat dr o./' : r rnl aa\ pr*(‘aii(‘r.s srtd(UU(‘al <pi<' s'appli(|ii<‘ la (a>n~ 
ditioa I', Jr ii'ai pas ads r(‘{lr r<*slri<Mioi» <laas I’raora'r parra^ <pi(N 
daas l»*s raisoanrairats suivants, oa p<ail s’asliaaiidia^ a a(‘ pas 
raipl(»\rr' d’auU'rs di'phaaaatMils (jur d<*s ^Iiss<aarals <‘l r(‘pradaul 
oa id^tirailra toajoars pour d<*a\ (‘as(‘ral>l(‘s (';,;au\ d(‘ I’aia^ ou 
Taairr aiaairrr d<'s aavsurrs <*^al<'S C-^). 

I ar roas<M|u<aa’r sliaplr d<*s <‘oa<lilioas l^ IV (‘Sl (pir lout 


I * I nutrr r pruvnil dour avoir dcs poitUs roiuruuns. 

’r«ot!rH Ir** i'onditiouM dii proldriur «rinlr{,;raliori [xnn* I(*s ('oiirlious ^ soiU 

' UNOH tin piimriut rraijulro qm* r<*la lu* suftisi* pas pour <[ue I(!S into- 
ilr*» fuurtiotin q ludrouij «jui soul dotrrniinors drs <juc Irs iiiLojuralcs dos 

fuurhouH «{i to himU, Hat iM|‘a*^Sfid aunni a cos rouditions. (a* (jui suit moutr(‘ (jU(‘ 

roH I'raiiiU'H nr Hunt pa*^ ju'Htitit'OH, 

i Ml pioirraU Ir driuoul rrr drs a prrstMil, sails sr siM'vii* de la vahuir d(j I’inlcv 
i;ralr drn tuiirtiunH «j/, rt run pourrait aussi drmoninT q(U‘, si Ton supfirimo I(‘s 
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interval] e positif (a, 6) a pour mesure sa longueur h — a, cjue les 
extremites fassent ou non parti ede rintervalle (’). 

Si I’ou se reporte au Ghapitre III, on voit inimediatement qiie, 
si le probleme de la mesure est possible, on a 

pour les ensembles mesurables J le probleme de la mesure esl 
possible au plus d’une maniere et la mesure est I’etendiie au sens 
de M. Jordan. 

Soit ma intenant un ensemble quelconque E, nous pouvoiis 
enfermer ses points dans un nombre fini ou une infinite denom- 
brahle d’intervalles ; la mesure de I’ensemble des points de ces 
intervalles est, d’apres 2', la soinme des longueurs des intervalles ; 
cette somme est une limite superieure de la mesure de E. L’en- 
semble de ces sommes a une limite inf^rieure m^(E), la mesure 
exterieure de E, et Ton a evidemment 

m{\l)S 7?Ze(E) I ee(E). 

Soit Cab (E) le complementaire de E par rapport a AB, c’est- 
a-dire I’ensemble des points ne faisant pas partie de E et faisant 
partie d’un segment AB de ox contenant E. On doit avoir 

/w ( E ) -h 77^ [ Car ( E )] = 77i ( AB ), 

done 

7?^(E) = 7?z(AB) — 77z[Cab(E)] ^ 7/i(AB ) — 771g[CAR(l^^)i; 

la limite inferieure ainsi trouvee pour m(E), limite qui est m^ces- 
sairement positive ou nulle, s’appelle la mesure interieure de E, 
m£(E); elle est Evidemment supErieure ou au moins Egale a 
I’etendue intErieure de E. 

Pour comparer les deux nombres mi^ nous nous servirons 
d’un theoreme dii a M. Borel : 

Si Von a une famille intervalles A tels que tout point d’un 
intervalle (a, conipris a et 6, soit intErieur d V un au moins 


mots ou d'une infinite denombrahle dans 2', on a un nouveau probleme cle la 
mesure qui correspond completement au probleme d’int^gralion pos6 avcc les 
conditions 1, 2, 3, 4, 5 sans la condition 6. 

(A Ceci a etd dejA expritne par Tegalite / dx = b — a. 

a 


i.^s so.M.MAlii.ns. io 5 

</i'.s A, t! c.nslr Kitr Jiiinillr forux'c d'un noiiihn- lini rlcs imc.r- 
A (•/ tjdt juiut ,(<' ht iiii'nir proprirtr [ion! point de [a, b) 

t*sf tfiirrii'ar u I tm 

Snil ;^| r.n, ,1,'S inUTM.IIcs A conlciiiml, a. In |)ro|,ri<H(' n 
<lrmoulr<T <••,! (M.lcnif poiir I'iiiicnnilc {n, ./■), si ./■ csl, (n)iii|)ris 
cnln- 7 , <M ;■!: jr .lire qiK' cel inicrvnilc pcul, ('■Ire (•oiivcrl n 

1 nidc (1 III! udiiilirc fini <1 iiilcrvnilcs A, cc (|ii(( j’cxpriiiK! cn disiinl 
(jtic Ic |.(.iiil csl nllciiil. II fniil d('•m(m|r(‘r (|uc b csl nllcinL Si x 
csl nllciiil. Ions Ics |i()iiils dc (//, ./■') Ic siinl ; si ./■ a’csl, pns nl.I.ciiU 
mil 11 II dcs |i<ii II Is dc I A ) lie I (-st . II n iliiiic, si b ii’csi jias nl.lcial., 
tin prrnu<‘i’ juiiul non an<‘in(, on un d(‘i‘ni(‘i‘ poiiU alU'inl.j soil ./‘o 
or [Mnnl. il rsl iulrrirur a un inlrrvall(‘ A, (a,, ji,). SoiriU mi 
point dr ( X,, ./•), un point dr { j\ [i, ); .r, <‘Sl allriiU par hypo- 
ihr'^r, Irs inlri'vallrs A <‘n noiuhrr (ini (pii s<‘rv(vnl a raUriudn^, 
plus rintrnallr [5,) p(u’nu‘ll(‘nl (rallriiuln^ ./•. > .ro ; n’rsl 
ni tr ilrrniiu* p<nnt alP'inl, ni h* d<*rni<‘r non aU.(unl; don(‘ h rsl 
altrinl ( ‘ ). 

I)ti throrrinrdr M. Ihirid il rrsidu* (pn* si /^on a convert lout 
uti t/ilrtiut/lr (u, h) it / utdo d uuo ntJinUi* dofiofuhrahle (Vin- 
No s'ttiii*s A, i(t sonuNi' tirs lof)^u(*urs dc res intei'ca lies esl au 
motns critic d hi hui^^iKUir de r ifitereulle {u^ h) (*'^). Kii (dlrl, 

I ’ 1 M , tlnir! «i itoiuH’, il.iiiH SI 'l'tiif“'(* ct ilaus s(*s /.r^'o/Ls .svo' la thcOrie des 
/ofirl ttitis. tli'nuniiHt jalioUH tlr «•(* IIumhviih*. (a*s dt'inonslrHlioris siipposcnt 

rs*»rijn«'’llr'fin’'iii ijui* 1 <tcs all<*s A <‘SL iliMioinlirahli; ; (M'la sul’lil 

it, Ml*’ a fiplMMliuus : it s a r4*p«‘iMlaiU inUTiU a (l<'*moiilr(‘r l«‘ ( licorcmc 

(Iti tr%lr. Tar r\{'»{»pl<*, pour Itm applicaf i<»ns <|W(* j’ai faiUs <{ans tna 'I'Ik'sc du 
ihruia inr tir ,M, iPurl, il I’lail iHdM'ssain* jpi’il soil. <lrmo»tr(* pour uti cnsoniihh; 
ttmiri\ailrs A a\aiU la pinnsaiKf tin t'oiilimi. 

Hu *i lirttiiU 4hi iliforoftif, tfl tpdil (!Hi auont-r tiaiis Ic texlc, iint^jolit' dciuous- 
nation ill* rttinf»>riinl f dc la cotUitittilc. 

Soil /< ./■ I »IH* loiHiitHi continue cn Imis Ics points dc (<*/, /;), y c.ompris a 
rl h: chaijiK* ponit dc ( u, h) C"»t, pm* dcliniliou, inlccii'iir a un inlcrvallc Allans 
l I'tisi dlattoii dc /'{./* ; csl inlcrit'urc a g. V Taidc tl’iin noinhre lini d’cnlcc 
I nv, t»n pen! ctuivrir i u, If ); soil, I la lon^tin‘iir tin phis pciil. inlcrvalh* A ('niplovc, 
dans lout uUcrvallc tic Itm^ucuc / Ihiscillatiou dc / esL au jdiis ae, car un ltd 
nitcr^allc cnipudc sur tlctix intcrvallcs A an plus; la conlinuilc csl uuiforuu*. 

la tte appliralion tin thetueme ctimplclc fail Idc.n cnrn|n*cudi‘(‘, il uh^ siunhlt*, 
tiUU rusai;r iju ttu cn pent fairc dans la tlicoric dcs functions. 

I I ,Si, I ttnunc jc Ic suppttsc iliins (a tlciiionslralitun on adrnt'l tjuc Uml poinl 
lit* (if, // 1 cst iairrirar a Fun dcs A, on pent rcniplaccr au malus c^ale par 
MU/irrirurt\ 
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on pent aiissi coiivrir («, b) a I’aide d^m nombre fini des inter- 
valles A et le theoreme, etant evidemment vrai qiiand on ne consi- 
dere que ces intervalles en nombre fini, Test a fortiori quand ou 
considere tons les intervalles A. 

Reprenons malntenant Fensemble E et son eomplementaire 
C., .(E). Enfermons le premier dans une infinite denombrable d’in- 
tervalles a, le second dans les intervalles ji, on a 

ni{a) m((3) ^ /??( AB), 

puisque AB est convert par les intervalles a et [3. De la, on deduil 

THci E) -h medCAidE)] m(AB), 
me(E)^ m(AB) — Cab^'E)], 
me{E) ^ m/(E). 

La inesure interieure n’est jamais superienre a la mesure ex Le- 
ri cure . 

Les ensembles dont les deux mesures ext^rieiirc et interieure 
sont egales sont dits mesurahles et leur mesure est la valeur com- 
mune des me et m/ (^). II reste a recherclier si cette inesure satis- 
fait bien aux conditions L, ^1' ^ 3'. Gela est evident pour 1/ et 3', 
reste a etudier la condition 2^ (-). 


(1) C’est i^euIemeiU pour ces ensembles que nous ^tudierons le problerno d<^ 
la uiesiire. Jc ne sais pas si Ton pent delinir, ni incme s’il cxiste d’auLres ensembles 
que les ensembles mesurables; s’il en cxiste, ce qui est dit dans le tcxte ue suflil, 
pas pour affirmer ni que le probleme de la mesure est possible, ni qu’il csL 
impossible pour ces ensembles. 

(') La delinition g^ometriqm* de la mesure permet non senlemcnt do comparer 
deux ensembles egaux, mais aussi deux ensembles scmblables. Lc rapport des 
mesures de deux ensembles semblables de rapport k est |A1. G’cst une condition 
qu’on anrait pu s’imposer a priori; il lui correspond pour le probleuKi d’inlc- 
gration la condition Si 

h 

(S,) / f{x)dxr=zk I f{kx)cix, 

'd tt 'll 

k 

Les conditions S (p. loo) et Si constituent ce qu’on peuL appeler la condition 
de similitude^ elles font connaltre ce que devient une intdgrale par les transfor- 
mations 

^ 1 = f^{x) = k fix). 

Peut-6tre pourrait-on remplacer la oondilion 6 par des conditions de cettc 
nature. 
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Soieiit E^, ... des ensembles mesurables, en nombre fini 

OLi denombrable, n’ayant deux a deux aiicun point commun, el 
soil E Tensemble soimne. 

Oil pent enferuier E/ dans Line inlinite denombrable d’inter- 
valles a/ et CAn( E/) dans les intervalles p/de maniere qiie lamesure 
des parties communes aux 04 et ( 3 / soit egale a £/; les £/ etant des 
nombres positifs choisis de maniere que la serie Ss/ soit conver- 
gente et de somme s. 

Soient a' , les parties des et [io qui sont conteimes dans les 
intervalles j 3 i, soient les parties des as, [ 5 ^ qui sont conte- 

nucs dans les [ 3 ', et ainsi de suite. E/ est cnferme dans a^b E est 
done cnferme dans a, -f- -h* ♦ • ? sa mesure exterieure est done 
au plus egale a la somme ) -{- m(aV) -f- 4-. . ^ ; eva- 

luons cetto somme. On a dvidemment 

m ( aj ) 4- /?i ( pi ) : - ( A B ) -- sj , 

et ceci suffit pour montrerque ia serie a est convergenle ; d’ailleurs 
on a 

/• ) i ) S ( ^/ ) = ( E/ ) -H 2/7 

done est comprise entre S/n(E/) et 10?i(Ef i 4- £. Cela donne 

m( K/j. 

Le eomplementaire de E, Qvn(E), pent etre enferme dans [j^-; 
or P'- a, en commun avec ai -i- 4 - a'j -4- . . ., les intervalles 
a'^.1 a'4... + • • - 7 pbis une partie des intervalles eommunsaa,, [iii, 

une partie de eeux communs a a^, une partie de ceux 

cornmuns a a/, [i/. [ 3 '. a done une mesure au plus egale a 

[/?l( AB ) — .9] 4 - £1 -4 '- i -^ • 7 

et, par suite, 

/>? 6 -[Eah(E )1 = /^^(AB j -- 

e’est-a-dire 

L’ensemble E est done mesiirable et de mesure /;2( E^), la condi- 
tion 2' est bien verifiee. 

L’enseml)le des ensembles mesurables contient I’ensemble des 
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ensembles mesiirables nuiis 11 esL bcaucc)ii|) |>lus vaster, <',<)innu‘ 
on va le voir. On peal, en etfel, sans sorlir do l’<‘ns(anl)le (l(\s 
(Uisernbles inesnrablcs, efrc<*Luor sur clos ensembles imisurabb^s l<‘s 
deux operations suivanl.es : 

I, Faiie la somme (rune Inlinite denoiubrable (r(uis(unl)l(‘s ; 

II. Prendre la parlie (a)mufiune a Lous les ens(u»d)l(^s d’uin^ 
Famille eontenanl iin noiubre (ini on nne inlinili^ d<Vu()nd)i‘al)l(‘ 
d’ensemblovs. 


Pour le (I(rmonlrer, remar([ii()us (Pabord (jiie la S(uu)nd(^ optu'a- 
tion ne dillV'.re pas essentielleinent de la pr(‘micr(‘, <‘ar si bj (^sl la 
partie eommunc a Pj, lio, C(l^) cst la somme d(^ C(IC,), 
C(E2), II sullit (lonci de s’oecuiper de la premicua^; soil 

Iti 111 ■+" II 2 “1“ 1^3 • 

Si E' esl I’ensemble des points de E/ ne 1 ‘aisant pas partici d(‘ 
111 -*i” Eo . . . f- I , on a 

K El .... 

les termes de la somme elant sans point (U)mmun deu.x a d<mx. Or, 
II est l‘a(u*le de voir (pie E!v (ist iiHJsurabh^; (m (dle.t, (udermous E| 
dans les intervalbis a,? E(E, ) dans les iiit(U‘vall(‘s [i,, E^ dans a.j, 
(^^(Eo) dans ^2 soi(ml. s, <^t l(is longueurs d(\s parties (uiin- 
mimes aux ai <!t [i, d’luu* |)art, aux ol ^ el d’aulre part. Si 
(U. p!, sont l<is |)arlies des (‘t pa (‘.ommuin^s aux pi, E'^ pmit dtr<^ 
(‘nferim; dans et (^(E'^) dans a, -h p'^ <‘1 les [larlii^s <‘ommun(;s a 
(‘.es deux .sysliYmes (I’inlervalles ont une imjsurci au |)lus e^ali? 
a £( H--£2 j dou(‘. E'^ est mi^surabb^. I)(t la rcisulUi (|U(‘ 

111 l^-'i (^2 

est im^surable, doni' ([ue E.^, partie de Ey n’ajiparUmant pas a I’en- 
semble mesuralde E^ -h Eo, est im^surable el ainsi d(» suite*. Tons 
les E^ sont mesurabltjs, E P<^st ('). 

IJn intervalle ('itant iin ensmnble mesurabb*, (Ui applicpiant bis 


(*) Si conticuL E^, on pout parhn* dc hair diileriUH'c E, ~ E^^. Celle tliile- 
r(5JK:c e.sl inc.su ral)I(‘. si Ej^ cl E.» Ic soril, car die esL la i>artic coiiumiue a E, et 
C(E,). 
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I cl II im iiomhn; liui dc f.iis i. parlir d’liUcrvalU^s uous 
<»lilciuiii,s dcs (Mis<‘iul)l('s Mic.snrahlfw; <‘<5 soul canix-la (]uo M. liorel 
a\ail uoiimics r/,s,-/>ih/r.s niesitruhlcs, a|)|)<d()us-l(xs ensembles 
mcsiiniblrs \\. {],■ soul Ic.s plus imporlauls d(^s cascjuhles lucsu- 
ral)l<'s: laudis <(U(., p,nir uu (‘us<‘ud)lc (pH-lcou(|uu, nous pouvoiis 
sculcMUMil aKirnicr 1 oxislciua' d<!s deux noinl)i'(;s /n,., /;?/, sans 
pouNoir dire (|ncll<> suilc d’opcralious il faul. (dlwusior pour Ics 
ralcuhT, d <-s| ra<'ilc d’aNoir la iiuxsun; d’un (ius(unl»l(' iu(^siiral)l(! U 
<*n .suivaiU pas a pas (a (‘onsliMKMioii <l(‘ (*(^1 Ohsci servii’a 

(l<‘ la pi‘<>pi‘irl<‘ •>/ hHil(‘s Irs lois <pi’<>inililis(a‘a I’opai'alioii I ; (piand 
on sr s<‘r\ira <1<‘ r(>p<*ralion II, on (‘mploicnai un (hroivmo dom la 
d<‘inonslrallon (‘Si iinnualian' : 


/.ft /tif\s(trc i/e ht pftriir cofnttittnc a drs eitseitth/es |{,, li^>, . . . 
t\Hi la Itiaitc f/r at{ K/) si rhttt/ttt' enscmb/r. Kicontietu tous ceax 
(Vifitlira p/tts L^rtfad ( ' ). 


Ia‘s (*nsninl>l<‘s IVianrs sonl nn‘sural)l(‘s B pana‘ (pdils soul Ics 
{•oinpl<Mncnlaic(‘s <r<'ns<‘nd)l(‘s formes d<!s poinl.s inl,cri(Hn's a iiu 
noinbj’c fin! ou a un<‘ infiin'lc d<‘noinl)ral)l(‘ d’!nl(‘rvall(‘s. Soil, 1^ uu 
trl <‘nsond)l<‘, la uh'suim^ d<‘ sou <a)mplcm(nilain‘ (\sl cvid(mnncul 
I f'lrnduo inlfrirnrc d(‘ re (‘oin|)lrin(m(,air(‘, doin' la measure d’uu 
rnsmnld(‘ frnin* rsl son ('imidiH* <*\lrri<‘ur<^. I)(‘ la d(‘(‘,oul(i la |)ro- 
([ui nous a s(‘rNi : un <‘ns<nnl)l(‘ Irnnr d(^ nu'sun; uulhi (isl 
nn ^r<uipr inl<*|L;ral)lr ( p. •>,()). 

( auniin* application dr rrs c,onsid(U'alions lliroriipics, ralinilous 
la nirsurc dr rrnsrnihh* K d(*s points <l(‘ (o, i) Iris (pu! la suite de 
Imirs (’hiUVrs drriinanx d<‘ ran^' impair soil [xnaodiipiij (p. pa). 
Soil 

((\ ft.> ftn 

.r 1 . I ‘ . . 

lo lo^ lo** 


{*) l/rasriahlr dc.s <*iisciul))i*s larsurahlrs It u la puissance du conLinu, il 
cxislr d’autres rnsjuahlcs iac,Hural>I(‘s <|iu‘ les cnscm]>l(‘s me.surahlos It; luais 

in* v«*in pas iliiaMjii’il soil pos.Hiblc de; <l«‘lii)ir uu ensemble uoa nuisurabjc It, 
r‘eHl a de jirononiaa' uii uombn* (ini <le inols caraen*risaiU un e,L un soul 
riiHcmlde non inesurabli* II. iNous nr rtauamlrerons jamais quo d<is (aisemblcs 
inesarablen It. 

M. litn'el avail inditiue { not(‘ i, paj;c des Lcrotia nur la thdorie das /one- 
iians) les prineipes qui nous oiil guides duns la Lheorie <le la mesure. 


1 lO 
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an tel nonibre, ecrivons-le 


a‘> 

= .r -t- — ^ • 


^4 

lO^ 


ao 

10® 


-r- C. 


est rationnel, I’ensemble cles nombres y est clenombrable. /V 
chaque nombre rationnel y coi'respond iin ensemble de nombres x 
ayant meme mesiire que Fensemble des nombres dont les ehinres 
de rang impair sont mils. Pour demontrer que E est mesurable 
et de mesiire niille, il suffit done de demontrer que Fensemble 
des nombres ^ joiiit de cette propriete. Or cet ensemble s’obtient 

en enlevant de (o, i) Fintervalle pids de ^o, les 

intervalles ( — h — ^ ) ? ou p est un entier infi^rieur a lo, 

puis de chaque intervalle restant 7^) intervalbis 

f ^ H — — L, JL. I ) , et ainsi de suite. A (diaciue ope- 

1 ‘ation nous enlevons les — des intervalles qui restent. L’ensemble 

10 1 

des z est done mesui'able B et de mesure nulle. 


III. — Les f auctions mesa rabies. 

Pour que les considerations precedenles nous permettent d’atta- 
cher une integrale a une fonction f{x')^ il faut que, si petit que 
soit £, nous puissions trouver les nombres li (p. loi) tels que, ou 
les fonctions 4/ correspondantes, ou les soient associees a des 
ensembles mesurables. Supposons que les ensembles eorrespon- 
dantaux soient mesurables, et soient a et [3 deux nombres quel- 
conques. A un nombre s correspond iin certain systeme de 
nombres li] soit Ip le plus petit de ceux qui sont compris entre a 
et j3 et Ipj^q le plus grand. L’ensemble 

K ( = I ) -+- [5 ( 1 = 1 j -f- . . . H- E ( ij; -r i ) =: E ( e ) 

est mesurable; or quand on donne a s une suite de valeurs deerois- 
santes tendant vers zero £^5 £,>, . . ., on a 

E I a j^( oo) <C. PI = E(ei)‘ 4- E(£2j-i-..., 

done E[a <Cf{x) > est mesurable. 
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I I 1 

(fti u/n* fond ion honnrr on non est fnesat'uble 

SI, </m-/s ,/iir snir/if % rt [i, /',‘/i.w/)i/,/(> K( a ■-;/(./.■)< p] e.U. 
/ursitnili/i'. I,(.i's(nril ('ll (‘St iiiiisl r<(ii.s(‘iiil)l<‘ K| /■(./■;.;- a] est, 
inissi iiicMiiiililc, car il csl la |)artic (amiiiKiiu! aux ((iis(aiil)l<!s 
./( ■/■) V. • /( I (jtiaiid // tend vers z(‘ro. On vatr- 
Ciiit ad','-! (|iic, pour (pi'iinc Coiirlion soil iiicsiiraldc, il Canl (d 
il stil'lit (pic rcns(‘tidilc I'ija- ./'( .r ) | soil iiicsnraldc, (pud (pn; 
>nlt a, 

/.<'/ sarnnio dt* f/ofor fon<'ffo/is niCsSurnh/es osi (ine fonelion 
niesnrffh/r. S<*iriil \rs dnw ronclions nH‘sural)l<‘s /*, (‘I /;>; a loiil. 
tHHuhre i iaisous r()n'(‘S|)()u<lr(‘ uno division (l<^ \ouv inl<n'vaIlo do 
variation, (ini on mm, a Taido {1(‘ iH)ud)r(‘s //, l(‘ls(|n(‘ -- //soil 

an |dn.N o| 4 alr a ot <‘ousi<l<*i‘(»ns l(‘s cusooiblos 1^/^* d(‘ \ abmrs d(^ 
tids <|uo Ton ail 

f ./ 1 * U f ./•» ( U // i fj > a. 

1 ai sonunr Iv ( 2 ) dos (‘ns<‘nd)los Iv/y (‘sl in<\sni*al>l(i, j)nis(|n(‘ (diaonn 
i| oti\ I rst ; (‘t hi 1 on <IouiH‘ a 2 <l(‘s v ah*urs £/ Unidaul v(n\s z(‘ro, on a 

('d ^ A A\ l‘d-1 ) i 

(loa<* /*, ! /’y est uno fonrlion incsiirahlo. 

( )n d<'‘inoni rorai t fir inf'un* ([in* I’on |m‘iiI (‘|](‘(‘ln(‘i‘, surd(‘s louf*- 
lion^ inrstiraldf’s, loul<*s l<*s oprraliinis doul il a (d.(' parir au suj(n 
drs Innriions inl('*^rald<‘s ( p. do) .saJis (*(‘ssci‘ <rol>t(‘nii' d<‘s foiio 
tinns }n(*Hn!'ahlf‘h. Mais il \ a pin.s : /^/ lunitc s((iu*, oo/nu*/'- 

i,ov//r t/r foin'i ions mt^^drahlos est une fondion niesarnble ; 
si J\f trn<l \rr> J\ IVnsfanhb* '^1 <‘•‘^1 la somna^ d(ts 

<*nsrnildrs fdaiil la par’li<‘ <*onHnim<* aux <‘ns(‘nd)l<!s 

V, |, y’/H I I K ^*1' (uisfunbhxs soul 

nir‘^urabb‘H si b*s Idin’lion.s /,, sonl m(‘surabl(‘s. 

Applitpnms ros r<*.sultals; b‘s dfuix roiniions /’. (‘.oust . , /d- : -r’ 
sfint f’V ifbuinnrnt nirsur’abb's, <lon<’ loni polynouHMJSl nn'surablo. 
’rontr fonrtion liinih* (b‘ p(dynonH‘s <‘sl anssi in(‘surabl(‘ : doin', 
d apirs on tlHMU’omr dr W rii'rst rass, toul(‘ loiniion (a)ulimir fxsl, 
nirsurablr. Ia‘s (oindions ilisrout imi(‘S limi((‘s d(^ Ibin^lions (uiuli- 
nnrs, f|ur \l. Bairr a|»pfdl(‘ fonctions dr prrmirrr chfssr, sonl 
inrsurabb’H, Lrs roin'tions <pti n<* soul pas d(‘ premirn* rlassii (n, 
qui s«mt liuiilrs fir foindious d(‘ pnnnirrc! (dassr (M. Bairr Irs 
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i\\)\)Mc. /o/i('lio/ts (/(* src.onffc rhtssr) sonl d(‘s IdiKiioiis 
ral)l(\s, 

li(auui'(|u()ns (au;<>r<‘ (jiu* l(‘s (niu'lions ainsi I'oi'uhn's <!(; proidn* 
<ai |>r()(di(‘ soul. m(‘sural)l(‘s li, (‘/(‘sl-a-dii'c* (|U(‘ I(‘s (‘tis(*nd>l(‘.s ([ui 
l(air C{)rr(tsp<)ud(a)l sonl m(‘siiral>l(^s H; ca^ soul <a\s ioncuions (|ih‘ 
nous i‘(‘nta>iilr(a*ons uin<|U(nn(ail (‘). 

On pool soiivtuil danionliHa* (pi’inu* loin-lion <‘Sl nn-surahh- rn so 
sci'vanl d(^ la propri(‘l.<‘ sinvaiil<‘ : si (‘n faisanl aI)slra<'lion d'nn 
<nis(vnil)Ie d(^ vah-urs d<^ ,r < 1 <- incsur<‘ milh-, la loinilon /\,r) v.>\ 
(‘onliiuie, (‘Sl ni(-snral)lc. (]ar h^s points liinil(‘s d(‘ l\Mis<nnhlo 
1^1 a ■' /(./;) I <pii IK* foul pas purlin do <‘ 0 l (nisinnhli* fonl innn's 
sain-nnnil parlii* ronscnnhh* d(* inosnn^ null(‘ ndgli^Cj doin* iO 
lornKuil nn (‘nsinuhh* do nn-siua* nulh*. I^’<‘ns<*inhl(! 
olanl, l'(*nno a nn (‘usinnhli^ (1(! nn*snr(‘ nullo prcs^ (‘sl nn'surabh*. 
< )n voil ainsi, on parli(‘uli(n‘, (pn* Ionic idin^lion intcj>ral)l(' an son-^ 
d(^ Kiianann <‘Sl. nuisiiral>l(‘; on \oil aussi (pit* la fonclion y{.r) dc 
l)iri<‘hlol., <pii (\sl, non inlcgraldc, (*sl. nnsnrabh*. 

I\\ — (tuaiytK/ui* dr 

Ddlinissons inainlonanl rinl(‘^ralc d'liin* I’oin'hdn nn‘Mirald<* 
horinW* <ni snpposanl rinlorvallo <rinlcj^i’al ion (a, h) posilii'. N<mis 
savons <pir, s’il s’a^il d'liin* foixiion 'L, (‘(‘He inl(*|L;ral(‘ (‘sl 

/// ( I*: ( ' 1 ^ ( ) I , 

(‘I (]uc, s’il s’aj’il (riiin^ lonclion / ( */' ) (pn‘l(*on(pi(\ rinl<‘^ral«‘ doil 
(‘li‘(! la liinil(^ (‘onunnin* dcs inl<‘^ral<‘s di* o ct <I> (p. loO (piaud b* 
maxiinnm <!(? //lend V(*rs '/(d'o. I)'apr(‘s l(‘s condilions dn 

[>rol)l<'‘in(‘ d’inlc^ralioiK (a‘s inl(‘^ral(*s soni 

-T = ^/,-i;/«.:ii|/(.o ■ /,.|; i/«;Kj |;j, 

i A) 
t n 

/ 'I 


(') Jc H(‘ sais pus s’il <isl. possible tJti iiomiinsr urn: fouctioa non iiienarabli* |J ; 
jc r\e suis [»uh s’il cxisU; <i(‘S fonciious mm incsoruhles. 
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Nous savoiis (l(\ja (jue ces deux iiombres differenl de moins dc 
£(/-» ■ (f) |)ar(u^ <|ue — cp est inlerieiire a e. Si nous faisons Lendre 

£ \(U's 'zero, (u,i inlercalaul cnlre Ics It de nouveaux nombres, alors 
cr (U'oil, 1' <l<‘(‘Poil, — O' i(uid vers zero; done cr el 1' out line menie 

I i mile. 

Soiiuil cr,, 1', ; cr^, •• • soinines obteniies par ee precede; 
sol(*nl a-',, H'l ; X; ... les sornmes obtenues en faisanl lendre 
£ V(U‘s zero (run(‘ aulri'. maiiiere (^); soienl a-", les sornmes 
ol)l(‘mies ('ll reimlssanl les uoinbres // donnant a-,, et cr'^ , S',; 
soiiuil cr'l, S., (‘<‘ll(is oblennes en reunissanl les ti donnant o-o. So ; 
<j', , S', ; G-',, S'.j ; <‘l ainsi d(^ siiil(‘. On a evidenimenl 


a/ 


1 CT 


" < V /' 


V . 


a 


// < V /{ < V'. . 

-'i » 


la s(ua)ndi‘ d(' <‘(‘s Incj^allles monlre que a', el S'- ont la m^me iimile 
<|U(‘ o-J el S'-, <!ar nous savons ([U(^ crj el Sj ont une limite et que 

S'- - t'- l(uid v(‘rs zi'ro. La premiere nioiitre que celLe limite esl 

anssi (a'lle, d(‘ g/ (^l S/. 

lai val(‘ur(l(^ I’inlegrale (^sldone indepeiidanle de la maniere dont 
le maxliuimi d(i //+, — // lend vers zero. 

Nous (uimplelons c.c.Uc. delinilion en posaitl 

.A 

/ J\:r ) <Lt — / f{x)dx. 
do 

II t‘(‘sl(i a voir si l,’inl.ef»’rale salisfait Irien aux conditions du pro- 
blerm* (riiUe^ralion (-); il nous sufdt evideniment d’examiner les 
<u)ndi lions d <*1 (). 

Lorsepui Ton addilionm^ deux Ibnctions ne prenant chuciine 
(pi’iin nojnhre linl d(i valours dillerenles, conime les fonctions cp 
<‘l<l>d<‘ la |)a^e loi, la condition 3 est evidemment verifiee. Soient 
inainUmanl /\ et diuix fonctions mesurables bornees; nous 
savons i\nc J\ ct dinciamt dc moins de e de deux fonctions cp, 


(‘) L(‘.s /, <iui (lonraait dp cL ur coutienneat pas n^cessaircnieiit ceux qui 
ont iloniir c], cl lamlis que les (louiiant cr^, et i:,, contiennent les rela- 

tifs a cr 1 cL - 

(2) Pour Ic rus oii il oxislerait des foacLions non mesurables, il faiit ajouter 
qu’ou s’asLreinl la cousideralion des seules fonctions mesurables. 

L. « 
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et cpo de la nature de celles clont il vient d’etre parle, done /, 
dillere de moins de de / (/ < + .A ) dillere do 

moins de »£ 1 6 — a| de ^ -f- 9:2) H- ^ <'^•^*7 

e’est-u-dire de moins de 4£l^ — a| de / f^dx-\- / J^j.dx. fja 

condition 3 est done bien remplie. 

La condition 6 est aiissi remplie, car on a la ))ropriete suivante : 


Si Le$ fonctions jnesii rabies fn{x)^ bornees dans lean' en- 
semble j d est-d-dire quels rjue soien t n et out luie liniite /(•z*)? 
Idategraie de .A('^) vers celle de JX-^)- 


En ellct, nous savons qiic/(.r) est inle^rable; evalnons 
/ dr. 

J (t 

Si I’on a toil jours | /,/(./;) j << M et si f —fn est inferienro a e 
dans E//, f — ///, etant infcrlcuro a la ronction egalo a t dans K,f et 
a M. dans C(E/^), a une iiiti^grale an plus dgale en modulo a 

£ m ( 111 ) -h i\l m [ G ( 111 /I ) I . 

Mais £ est qiielconquc, et | lend vers zero avec ^ pat'ce 

qu’il ii y a aucun point commiin a tons les doin', 

j (/-/n)dv 


tend vers zero. La propri^te est dcinontr^e ). 

Une autre forme de ce tlieoreine est la suivante : 

Si tons les restes d^ une serie de fonctions mesiirables sont 
en module infer ieurs d ua nombre fixe M, la serie est inte- 
gral) le lertne d ter me. 

Les derinitions et les rdsultals pr6c(^dents peiiveat dtre etendus 


(q M. Osj'ood, dans un Mdnioirc do. V American Journal, 1897, G>n the non- 
uniform convergence, a di^moatrd Ic cas pariiculier dc ce tlidor^me daiLslcquel 
/ et les /„ sont continues. Lu mdthodc dc M. Osgood esL Lout k I’aU dilKrentede 
celle dll LexLe. 
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.■.•rl.uiu's |■un<•li(Mls non bormVs. Soil /(.r) imc loiicii,,,, mesn- 
Ttibii* iioii ItoriKM*. ( J )< Mstsst H IS (l(‘s iioluhrcs , / ( /q /| 

iiilini, (■(■hchmiirs dc + cc cl ids <|iic 

/, I I /, soil tdii join's iiilci'Icur I'l Moiis poiivoiis CoriMcr Ics deux 

s(*'ri<'s 

mTi 

' I'’' 

I /f 

" ^ ''"I ''■ I '''I!- 

■Xt 

i'jn rcpri'iiiint l<'s raisoiuu'nHMils oa voil iinaaMlialc'- 

UMMil (pa\ si 1 lUH* <1 (*ll(»s <*sl <‘on (‘I, pat* siiil(‘ ahsoluita'al 
<*<Hi var^<‘al(\ I atili't* 1 asi aussi (*l <|a<‘, dans t*(*s (‘ondilioas, cr al 
taadtait \<‘r's aita lirttitt* Idt'a d(d(‘i’mia<M‘ (|uaad l(‘. taaxiaiaai d(i 
/fit /( land vri*s z<a’n d tin<* tnamrn* (padt'otajut*. liaiiu* 

ast, par daliailian, Tiala^^ralt* <!<* /’(.r) dans rialarvalla posll.if 
d i ataj^rat i<ia : oa passt* dt* la a I inlt'Pvalla aajj>ali( ('omaa* prare- 
daaaaaat . 

Notts appall(*roas Juftcftans Sfittnn(fl)/(*s l(*s roaal.ioas an xtpadles 
s applitpa* la daliailiita aoaslna*liv(* d(^ I’iald^fah; aiasi (‘oat- 
platt'a* I * «. I oalo i<Maii(ai aavsurahh* horaat* <*sl soianiahh'. 

la's raistatat'taaals rmployt's moah'tail (pa* l<* pi'ohlt'ata* (TiaU*- 
^ration «*sl possilda c‘l (rata* s<‘td(* aiaai(''r<‘, si oa It* post* pour lt*s 
foaatioas soiaiuald(‘s. 

(hi aa ('oaaait ata'iua* (dra'.liiai laa’iah* aoa soiaaiahit*, il (‘sl 
faaila aa aoalraira da <*ilar‘ dt's foia'lions ia>a hoi'ta;(*s lata soai- 
iaahl(*s, La fonalioa aall<‘ pour ./• o <*1 (‘^ah* a 

/ . . 1 / .1 I 

./• ''Ml , or sai . • ros - 

aii (*sl ua a\(*ajplc’: <‘<‘paadaa( ('<*ll(^ (oia'lioti pt'til thrt* ial.(‘gr(‘<^ pat* 
l(‘s aadhodas dc (lata'liy (*1 l)iri(ddal d(*V(dopp(axs aa (]ha|)iLr(! I. 

( )a p(»ari*a, dans a<‘rlaias (’as, applitpa'i* <*(*s aadlaxh's aux. fVaa:- 


I ‘i Jr nTriara iri <itt liatJ4.iK«* jalopl.r dans ina Th('*s(^ on j’upptdais yV^/tV/o/rv 
nuttiffttfitit'H rrilrn mir j‘apjMd{<‘ inainlrnanl ntaxurtthlea. \v(‘c Ics convt'nlions du 
tr%fr. li» luut s(Knffi(ihle yMM' daiirt la lhc<M'i(* d«‘ l’inU*{;ral«* Ic rn(hn(‘ role ((ik' le 
tnot uite^rahit* daiin |’iia«*gralion riemannirnne. 
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lions non S()ininal)los pour <l(‘(inlr Ituir inlograh^ ; je n’insisl(o*ai pas 
siir (‘ellc ^(hieralisulioii. 

Voici uno deriiiorc dolinilion; si line four. I ion /’(./) <\sl drlijn<‘ 
(Ians un riisein1>le E, nous dirons c^sl soniinahU^ dans li si la 

fonclion /*i, egalc a f pour I(is points (1(^ E el a o poui' I(is points 
<1<‘ Cai{(^^)? iiiilr^Tale dans AB, cpii sera, |)ai‘ di'dlnilion, rin- 

Uj^rale de f sur E. Doii(‘, si un rnscnnhlr E esl la soninn* (run 
nonibiM' lini ou (rune in(iiiit(i denonihrahle d’(niseinl>l(is niesu- 
rabies E/, sans point connmm deu.\ a deux, on a 


j-f-.i: 


rela est (Wident si la fonclion soinnialde (^onsid(n‘C(‘ (\sl l)orn(a‘; 
on l(‘ (hanontrcu'a sans peiin^ pour uiui foiniion soniniabb^ (pnd- 
(a)n(|u(^ 


V. — Dejinilion giionietrique de V iiiiei*'rale , 

La (b'dinil.ion conslru(Uiv(‘ d(‘ I’intci^rab^ a bupudh^ nous v(nions 
d'arrlvcu’ est analo^in^ a la definition dcvcdoppca^ au ( jlia|)iti’(‘ II; 
seidenieiU, pour (‘.a)(nd<‘r unc vabair appr(^(di(*(* d(^ rinl(^^'ral(‘, au 
lieu de sc donner (a)nnnc dans r(‘ (jhapilre une divisioji (l(‘ I’inUu'- 
\alle d(i variation d(^ ./*, nous nous soinnn's donin^ mu^ division <1(‘ 
riiitervall(! de \ariatioii de /( ./•). llxadierrlions mainUniant s’il (\st 
|)ossil)le (I’obtenir une delinition analogue a (udl(^ du Cdiapitia^ III. 

Cela siip|)OS(; resohi Je prol)i('‘nie de la niesuia^ d(‘s (‘ns(unl)les 
forines de [)oints dans un plan, [)rol)lenie (|uti I’on pos(‘ roiniiK^ 
pour le (‘.as dc la droite, la (iondilion IE d(‘.v(‘nanl : Ui itiesut'e de 
d ensemble des points doni Les coordonnees veei/ie/it Irs ine- 
palilds 

esl I . 

On dcjinontrera facileinenl cpie la inesure (run ('.ana? (‘sl son air(^, 
au sens ('deinentairc du mot. Dc la on d(5duira (pn^ la UKjsma^ (run 
ensemble quelconquc est comprise cntre sa mesure (^xUumniia^ ct 
sa mesure intc^rieiire, mesures qiron di'dinira (‘ommc dans b; eas de 
la droite, les earr(5s remplaganl les interval les. 

Pour ddmontrer que la mesure int(3rieure ne surpasse jamais la 
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nicMirc i| fau.lru .li'niDiUrcr <|iriiii oarrc C uc pent 

I'lrc (■oincrl a 1 aj.lc d'lm n(>inl>n' liiii dc (uiri-rs r,- (|ue si la so 

<l.'s aii’cs dcs c, I'sl ail iiioiiis ('•^alc a I’aitv dii C, cv. (|u<! ron paul. 
lairr idciiiciilaiiiMiK'iil |'); |niis II I'audra <l(;iiioiilr(ir li; l.hdordinc 
d<- M. n.ind l.irs.|ir.»M r('iii|)lacc dans siiii ('■iioiicd In mol fjile/Tal/e 

|);n* Im niol vurtu' on 1(‘ juol daiua i nv , 

La (loiuoii^l rahoii jK‘ii( S(* falia^ <‘()imu(‘ |)om‘ \e cas (l(‘ la dfoih'y 
niais j<* \<Mi\ a (‘(‘dc (XM'asion imo' (‘ onun(‘nl on peul oniployc'r 

la <’<MtrlK‘ do iM . IN^ano <*l Ics anli‘(‘s <‘ourl)(*s aiudo^iK's (p. /\.\). 
Soil l<Mlotnainr I) donl lonl poial (aiasi (pn^ l<‘s poiuLs rroalloia^s) 
o.st iaha’ioar a I ua dos d(aaaia<‘s A. Noas poavoas daliuii', a I’aid^i 
d aa paranairr / \ai‘iaal d(i o a i, aa(' (aairlxi (d {pd roinplil I(j 
doaiaia<‘ I) (M (pti a<' passo j)a!‘ aa<am poial <^xl<a‘i(air (-). Cha([U(t 
doaiaiac A dr<’oap(* sar d<\s ai‘<'s (’<)iM'<\s|)ondaal a (‘(‘I’laias inlei- 
\all(‘s do N<»ria(ioa poar/, s<)i<*al. o <‘<*s ial(a‘vallas. IJa doaiaiuo A 
prut d aillours avoir <l(\s points d(‘ sa (VoaUd'irc^ ('oaiauias avaar (1, 
i'rs pointN n<‘ l<u‘aiaal |)as d i al<*rvall<‘s ; aoas a(‘^’ll^(a)as ('(‘s |)()ials 
<'t uoun ao a<Mis oorupoas (pu‘ <l(^s iaU‘rvall(‘S. ( o, i) <\sl dvidoai- 
uiiujt ('oa\(ui avrr Ics o, d(HU‘ avc(‘ ua aoad)r(‘ liai ((’(avtia^ <urx, 
d api'cs l<‘ tlicoi'cta(‘ d<‘ M. I^orcl pour l(^ <‘as d(‘ la droit(‘, (^l, par 
suite, I) (‘sl cou\(U’t aver Ics A (Ui aond)r(‘ liai (pii (‘ot‘i'(\spoad<vnl 
a (’cs 0. 

(a‘ltc propritdr* (huuoal la'a*, la suil(* d(‘s rais(>ua(ua<uils <^1. (l<\s 
dcliaitioas sc poursuil <'ouua<‘ daas l<‘ <‘as <!<* la droil<*, l(vs iuUu*- 
\allcs <iaut loujours lauaphua'^s pai* <l(*s <au‘rcs. <loiaaj<‘ <laas l(i (‘.as 
d(* la droitc (»u d<‘ruiil Ics casiuahics uicsui'ahlc^s, l(^s (‘as(‘ad)l(‘S 
uu’sii j’aldcs H, (‘t Toil d(‘tuoiitr(‘ a l(‘ur suj<‘l l<\s aada(\s propricd.tis. 

II lu* Caul pas (‘onfoadi'c la aicsur(‘ d(‘s (*as(‘ia l)l(\s d(‘ poials daas 
l<‘ plan av(‘c <‘<‘llc dcs (uistunldcs d(‘ poials (I’lnu* di‘oil(^; nous l(is 
(list ini^iN’rous lorstpi'il y aui'a doul<‘ <ui l(‘s (pialiliaal ni(‘s(/r(* saper- 
//r/c//c (U tnt'surt* litu'utin* nii ), 


I ' t t’nur rrtti* (jursluai «'( jM»ur UmiI <•<* <]iii roiwcnu' la nu'surc <los polyfi^ours, 
(Ml rMtiHiilicra av<‘r iau'ari. la N'oU* I> (1(‘ la (iromrtrie. victitcnldit’e (\c. M.lladamard. 

I I 011 ptairi’a jH»ur cfla t’lablir inir (•oiTrspimdaiUM^ biimi V()(|iu!; cl coiiiliauc 
inito* 1<*H jMMiUs d'un I'arn* cl cciix <lu doinaiiu' l», puls preudee pour (*,ourI)(‘. C 
( rile «|ui corrcHpund a la courlxt dc Pcaiio U'Uiplissant. let carre. 

( ( (a-H diditiil iofis pcriaclUMil <lc dcliuir Ics fouclions tu(‘sund)lcs dc d(Hix 
%an.ddcs cl 1<*H iul<*J 4 i’alcs douldcs r<dati\cs a ctis ronctions. ,1c nc ai’oiuaipcrai ni 
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Arrivoiis a la dediiition de riiilegrale. 

A tOLite fonctioii bornee f{x) nous avons attache deux ensembles 
de points E,[/(^j], Eo[/‘(.r)] (Chap. Ill, p. 4^^); par analogic 
avec ce qui a ete fait precedeinment, il est naturel d’appeler inte- 
grale de la fonctioii f quantite 

Etudions dans quels cas cette deiinition s’a])pllque; nous allons 
demontrer que c’estlorsque la fonction / est mesurable et seulc- 
ment dans ce cas. Pour cela il suflira evidemment de le deniontrer 
pour la fonction <p(./^) egale a /(.r) quand /(.z) n’est pas negative, 
et nulle quand /(.a?) est negative; e’est de cette fonction ol^x) que 
nous allons nous occuper. 

Quand on fait ddci'Oitre a, Pensemble E(cp^a) ne perd aucun 
point, de la on d^duit que m/^i[E(cp ^ a)] et ~ oc)] sont des 

fonctions non croissantes. De plus, E(cp^a) est I’ensemble des 
points qui appartiennent a tous les E(:p>a — h)\ de la on deduit 
que ;?i/^/[E(cp > a)] et /??/^e[E(cp >a)] sont des fonctions de aeon- 
tinues a gauche. Ceci pose, supposons que I’on ail 

/y?/,c[E(cp^a)] > m/,dE(? = a)l 

alors il en sera encore de nieine dans tout un (‘.ertain intervalle 
(a — A, a). Considerons la partie E de E(cp) comprise enlre 
y = o. — A et = a. Enfermons les points de E dans des car res A, 
les points de C(Ji) dans des carres B; on pent supposer les A et B 
de cotes paralhdes a ox et oy. 11s ont en comniun des i*ec tangles C 
dont la somnie des aires est au moins — m^^/(E') et en dif- 

fere aussi peu que Ton veut. La section des carres A jiar la droite 
y=iK est composee d’intervalles a qui enferment E[cp (.r) ^ K], 
celle des carres B est composee cPintervalles b qui enferment 
C|E[!:p(x) ^ K] j, celle des rectangles C est formee des parties c 
communes aux a ei b; on a done 

mA c) ^ j E [ ® (^0 ^ IC ] I -- E 

mi[c) est done superieure a s quand K varie de a — A a a, et 


de ces questions ni de quelqucs aiitres qu’on pcuL y rattacher, conime I’intcgra- 
tioii par pai'Lie et l’int^t;ration sous le sigue somme. 
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) w/,,,!'! csl ;ui moiiis (-pile; ;'i sh. li cl. pur siilUi E(cp) u’est 

(lone lucsiirahlc (pu^ si (\sl, mcsnrulilc. 

S.ipposoii.s (pic 'jj l)(.rn(''c soil mi'sunil.lc cl, parl,iif;cous I’iiilcr- 
Millc lie \arialioii dc ?p a |’a|,|,. <|,. uoi,i|„.,.s fj. Soil, K la panic 

//-I <■! //, nous allons livalucr sa inesure. 

ICnrcrnioiis dans dcs iiilcrvallcs a Ics poinl.s dc K(cp>/f,) el. ecus 
dc l.ji'.t'i // ) I dans dcs iiilcrvallcs />, soiiuil, c Ics iiilcrvallcs 
laisaiil panic dcs n cl dcs h. ( loiisidcrons I’ciiscmlilc JL, dcs points 
(lout Ics abscisses soul poiiiis dc a cl doul Ics ordouiiiu's soul 
(•(.uipriscs ciilrc cl /,•; soil 0 rcuscinlilc aualoffuc rclalif a a. 
I , cusciiililc .1, - 0 (■taiil coiilcmi dans l<i, ou a 

I', I /u,v( .-'1. ) ■ iiigi 0 1: (7, — /,. I )| /c/( a) — w/(f)|, 

dc I u on d<*(liiil 

1 ^') (// // ()////! •//)]. 

Imi la s<nnni<‘ <lo (oulcs l<‘s iiu^^aliUjs aualo^iioSj on a 

///v./l i':('^)| :^//////| o :: )| — u. 

I'!n raisonnanl (r(in<‘ facMm aiialoj;u(‘, on vo!l. (iin* 

9 il I-:©' //)| ■ i:. 

Nous avous <l<Muonlr(‘ (|U(‘ l<‘s (l(‘u\ (jnanlil(‘s t (‘,1 ^ UnidinU, veu's 
iino inrun* liuiili* (|uan(l l(* maxiiniini (l(* //| , // UunI v<irs zdi'o, 

(loin* Im ) rsl mrsurabir <‘t Ton i‘<*li‘o(i vc la <l<‘nnitiou (br TiiiU*- 
|j;ral(‘ (Irja doiunn*. 

Nous a|)|M‘ll<Tous inflr/lni(* riiiHMjU(‘l(*oa(|in* 

<lrs luin'l tons 

i'b a* ) / J\ ,r ) dr i • K. 

* 71 

/j\s indrfi fU(*s sofd dcs /onclions continacs. Si 

fij') i‘sl utn* fonrlion Itofiun*, <*<*la (‘Sl <^vid(uil. Supposons onsuitc 
/’(./•) soiuiuabb* luais non borinn*, alors on pout Irouvcu* a ass<iz 
l^rainl pout* quo l(*s iul(*';fal<‘s <!<* ./(./*) dans l<‘S d(uix <uis(‘,iu()l<xs 
b Im./ ' ' . a) soi(*nl loiiU‘s diutx iidVu*i(Uii‘(;s (ui inodubi 

a Posons /’ ; } ■ /a, y*i dlatil. nulbi pour bxs (b!ux (Uisrndtbjs 

\\{f '/'■%), ■ %) <*l /o rhinl nulb* pour l^( — a). 

Alors l iuli'^rab* indrliiur tb* /\ (‘Sl iiin^ font'lion (atnliiuio; I’in- 


I'^.O 


CHAPITRE VII. 



tegrale de /!> dans tout intervalle etant 2£ an plus, auLoiir d’un 
point quelconqiie jt'o, on pent done trouver an intervalle dans 
leqiiel I’accroissement cle F(,r) soit an plus 3 s, cc qui proiive que 
F(x) est continue. 

Siy^^r) est sommable, 1 I’est aiissi et, dans tout intervalle, 

Fintegrale indefinie de f{x) subit un accroissenient en uiodule 
inferieur a celui de Fintegrale ind^finie de octte derniere 

integrale etant croissante, Louie integrate indejitue est d rmria- 
lion, bornee. 

Les propositions trouvees an Chapitre V (p. 69) relati veinent a 
la limitation des nombres derives de P (^) u Faide des maxima et 
des minima de f{^‘) sont encore exactes; elles se dcmontrent do 
in erne ( ‘ ). 


VI. — La recherche des fo actions pi'iinitwes. 

Occupons-nous de la recherche des fonctions pri mi lives. Soit 
i(^x) line fonction ayant une deriv^e /(^), nous savons qiu^ 
J\x) est mesurable, car (Fest une fonction de [iremicrc classe. 
Supposons que/(/r) soitbornee, alors r[rT(./;), .r, x H- h~\ est aussi 
borne, quels que soient x et A. Et puisque /‘(:r) est la limile pour 
A o de 7’[cf(^), X, X li] on pent (kndre, (Fapres uu tbeoreni(‘ 
enonce a la page i id, 

^ f X -H A j — pT ( X )] dx 

f fix) dx = lim == - - rf (o), 

t/Q * /z = 0 

(‘ar est une fonction continue. 

Done les integrates indejinies une fonction derioee bo r nee 
sont ses fonctions primitives. Nous avons rdsolu le jiroblenu' 
fondamental du calcul integral pour les fonctions hoiuiees. D(‘ 
plus, nous avons un procede regulicr de calcul [Xiriucttant d(^ 
reconnaitre si une fonction bornee est on non une derivee (-). 


(^) Seulement on pent inaintrnant se servir des rnaxii»»a el, rniiuiiia obtenu‘% 
en negligcanL les ensembles de mesure nulle, car si I'on oiodifie la valeur d’orH^* 
fonction aiix points d’un tcl ensemble, on ne inodilie pas Tin tegrale dc celh- 
fonction. 

(^) Comparez avec la page 82. 
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iNuir phis loiu, (hhnoiUroHs <|uc l<js iionihrcis (hh’iv(^s soul, 

mrMit'ahh's cl memo nicsurahh's H. ( <oiisi<l<u‘ous pour (*(‘la iiii(‘ 
siiih* <h‘ j'onclioiis ff^, //m, <‘l h‘s foiK'llons u, u pour 

<’ha(pi<* salciir (h‘ a la plus ^i*aii<l(; cl a la phis p(^lil(* dcs limilcs 
tin\ <a‘ ^ool l(‘s /7M’c/o/Y>c,s' <V ui{lri{*rn)in(ttiot} (1(‘ la llniiLc 
(Ics ti , \ nici coinnuMil on pcoil. ohlioiir r<‘n\ <‘lopp(^ sii p(h‘l(nii’(^ li] 
i'f (*st la I'onclion <pn, pour (‘Innpn* vahuir (h‘ ./*, (‘sl (‘^al(‘ a la plus 
grande d<‘s ronclions ///: iv/ <'Sl la limilc d(^ la suiUi 

<‘ruis^anlc c^, i’/jm liniiu^ d(^ la suil(^ dcc.rois- 

sanM‘ u’j, ir.j Si l(‘s ai soul d<‘S ron(‘li<>ns ('onliiun^s, il (vii csl 

d<* incmc d<‘s c^, Ics tr/ soul <lon(‘ au plus d<^ pr(unicr(‘ (‘lass(^ <‘ 1 . u au 
plus lie sccond(‘ class(‘(‘ ). Un raisonn(‘nu*nl. anal()f>’u<‘ shippli(pic 
a //. 

La d(‘‘ji ni I ion dcs (uuidoppcs d’iiKhdiu'ininal ion aurail j)U t^lr(^ 
dnuinh* par nn<' Fonclion A)) A (rsl un paramclr(^ r(unpla- 

canl rindicc di* la loiuiion ///. L un d(‘s nondn*(‘s (haava'S d(‘ /(./•) 
csl rum* <lcs CUN <‘lopp<*s (Ti ndcUu'ini nation d(^ ./'-H A, |, 

i|uan<l on (ait Icndi'c A vau’s zero, par vahuirs d(^ si^n(‘ dctiuMniiui. 
Mais /"I fi.ru .c “-h A I ('lanl (‘onliniic (ui (./•, A) pour A ,/ o, ou 
p4*ul, pour la r(‘(dn'i'ch(‘ d<* c<'s cn\ tdoppi'S, r('inpla(*cr I inUnili* non 
dicnoinbraldc dcs \alcurs d<‘ A par uin* suil<‘ (h'; vahairs dc A Uai- 
danl vers /a‘a*o cl conv cnahhancnl (*hoisi<‘S. Lcs noinlna^s d(aav(?s 
stMil done an plus dc siM’ondi' <*lass(‘. 

< aod pose, soil A Ic noinhrc derive sup<aa<‘ur a droila* d(‘ /’(./■)' 

Ic supposons linl, Piaaions arhilraiiaancnl d(‘S noinhri'S Iff (a ln- 
hnMu*sdc X a X pnand n parcourl la snil<‘(h‘s uonihri'S (aUiers 
ilc X a i ' X, cl supposons (pic /„ ,.i A, n<‘ surpassi^ jamais s. 

I « 

thauions di*s notnhr(‘s posilifs l(*ls (pi(‘ ^ \ iniiamuiKi 

9 C 

a .1. Ih'sijL^nons, pour alua'^m*, L(///*CA hi\A'} ranj^iam.s 

Ics (ui suite siniphuncnt inlinicc,,^, c,,., hmhaanons (laiis 

.|,.v illl.Tvillh's \„, <•! <-('■„,) ilaiis (l<‘S iiilci'vallcs l„, rhoisis dr. 
ni.iiiiiTr (|ui‘ la sonuuc <lc Iciirs parties <•1)11111111 lies soil, an plus 
I'.iiri’riiioiis e,| ilaiis des iiilervalles A„, I'l [■<,,.;) ilaiis (l< s 

I ' I Lr jia’-tuf ousoiMHaiuaU laniUrc ijtu; si Irs t(, S(»iU. mcsurahics, u 1 esl aussj. 


im 


Vil. 


iiil,<‘r‘vall,(‘S 1,,^, 1<‘S H lt\s 1^,^ (‘lant inli*rlr,n.irs v\ a>aui 

|)arU(‘S (‘omaniiu's de ItHigiuaii* au |dMS dgal(‘ a On cnlVniirra 
(lt‘ inenu^ e,,^ dans at 'h dans vvs iiili‘rvidliVH 

(Vlanl (‘oiitnnus <lans 1^^^ at avaul |H>ur inasura d<‘ laiir.s jKirtia^ 
(iuinnuuias ff,^^ au jdus ( ’ ), 

Kn (‘onliiHiant aiasi, on cidVrmr e,f dans at fft[ \//i 

(\sl an plus a;t; d(‘ phis A,/ n’a an annnnun av<‘a las anlia^s A/^|„;l 
<p.i(* d(\s it\l<n’vallas, aliaann rray\ alani ainnp'ld tina sanla ftais^ di’ 
Inni^iKnir hUala infariaura a r/,/. 

la^s d<nix sninim‘S 1' | 4 i ( ^*tt - | Ai | ( >‘^ 7 / ) <‘<an\ tn’^initaH 

on <livar|;‘(n.itas a la Inis i*l, si a!lf\s annvtM’g’anl, alias clillararit ila 

luoins d(^ c. Las d(*ii\ axpr*‘ssinns j |A|/.if.'r at, Sj/,|jw(A//) iint 

dniu’ tin s<‘ns an nnhin* tiunps at, si (dlas ini nnl nn, tdlas difL’^raiit da 
moins rl<* — i), (//, h) alant rinityvalli! positif ddntagra- 

lion, l/a tni^ma rainanpia s’a|>|.diqna an\ di*n\ axprassitnis j A iij‘ 
at IV// /// (A//). 

Soil on point ./• apj)artaiiaiil a A^, (‘alid <Ii*h intarvallas A^i 
<(u! <‘onli<‘nt.T. Nous atlaidions a./* la plus grand inlarvalla j' -f* h) 
('onlanu dans A'^,, da longuanr au pins t’gala a at tal apn* 

A' ’ -'d.A >• ■* 1 ' Ahi "'"i” 

A Taida das inltu’vallas aiusi dalinis, on pant forinar iiiia idniliia 
ddnlar‘vallas aouvranl (.//, h) ii |>artir <l<» a f p,. lid'K (Iall<» alutiria 
pint I sarvir a <‘valti.ar una \alaur approalnM* da la variation totiiii* 
(\(\/\ (k»lla valatir ap|.)roahaa ainsi tr<Hi\aa a ast (‘oiiiprisa inilra 

i’l — S( /^ ■■■- f/’) al £{ A ■■ ^ ei) an i'| ” ^ I Am ‘J***^*" 

gnanl par Ins intarvallas aiuphn'as d'ans la aliatna at qui pro 

viannant d(*s |H.duls <la Las points da \p ipii na font pan patiia 
da li;donl naaassairainani pari ia da run tias inisainldas A;,|,,^l// _/ oi, 

dom,* lanr masura (*Ht ati plus agaL* a tip al ai tliflan* ilt* V j f i 

da moins dt* j 4 | < £« 

.Dona, (/iw l*(in des namhi^es dthiWs d'tint* 


i^) lUi suppostr r.|»N» JNi-n I«s t|<* muiutus* r«nix «|«i n»ri «s|*t#i»*ii»sn 

h au lat^rur indiue |ais les uas nar I«jh iiutreH, rt tU^ m(^nv tU*^ 
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Sff/ff^nsr fi/n\ S(u'f sni)iniahl.f\ ii fauf cl il suflii ifiic cetle 
JiifH'litfH sail if C(( riif ( (an IxH'fKu*: S(f cd riff lion InUdc c.sl V'uitc- 
^ntic dc Id ciflcdv dbmduc du domlfvc dcri\u\ 

S», r<‘(»r<‘aaiil l<‘ raison luanciil pnanahnil, on so S(‘rl (l(‘s inlor- 
vaili's onipiovos pour ral<‘nl('r ra<'(‘roiss(‘m<‘nl /'(/>) de f\x) 

dans \d^ /^), on voii <|ii(‘ / mlc^iutlc ndlcjniic (dun tiondfcc 
<'/o/7or Sidiifddidi* t'sf bt fodctidu f doxi d csl (c iionihcc derive. 

Vinsi nous s,(\ons r<‘soiidr<‘ !(‘s proldrnu^s B, \\\ C, (.7 (piand la 
fonrlifui doinna* <‘sl horina* on (piand on sail (pui la foiuiion 
inronnno iH' pout <'lr<‘ a \arialion non l)orn<‘(‘. 

\ oii'i d aulrrs <'ons<Mpi(‘nr(‘s : soil nn(‘ roiniion f ayanl s(‘s 
iMMidna's d«'Ti\<‘s a (h'oilc parloni (Inis, on a 

.A . A 

j 

* (t * K 

done \j A,/ ('s| une lonelion non n<'‘^ali\(‘ d’inle^Talr^ md](‘ (il, 
par snih*, elle <‘si parloul uidl<‘, sanf piuil-eliM^ aux [)oinls d’lin 
etiseinldi* de nu'sure null<‘. Saul en (“(‘s poinis, /’a doiu* iin(‘ deriv(;e 
a droite, 

( )n p(Mil alB’i* plus loin el deminxXvvv utd^fo/iclldfi d Vfff'id- 
iKdi ixd'td'i* el d idMfdd'eti tief'icf^s finis tf ntd* def'isu'c fxdir Uf) 
idisetdidi* iie points ilmii /e roinplcfnen Id ii'c esl dc rnesnre 
fttflle: d<* plus dfd^ lid !(• fonet ion esl d itilepfidc ind<[/inie de sd. 
tftd'fCi'e ('ofisfdid'et* scffbone/tl pidu' d ensemble des poinis oil elle 
iWfsli* { ‘ ), ( !es deux propri(‘l<*s, (|ni s'appli<pi(nil en paii.i<udi<M' 
anx (onelions a noinbres ib'risi's horiHvs ( - ), la'sidhuil des (‘onsi- 
tliTalions siuNanles : 

Les inl<’‘^rales ind('dini(‘s d<‘s I'oinMions sominaliles onl loiiUxs, 
noils allons l<* \<mi\ d<*s d('*riv<M*.s en (uuMains poinis; nous I'onijia- 
rerons e<‘Ue d<’ri\(*(‘ a la foiu'lion in!i‘^»'(M‘ /’. ( !onsid(‘rons d’abord 
le eas d'une Idjuiion nu’surabh* '1^ n<‘ pnnianl (pi(‘ l(‘S sahuirs o (‘I i , 
soil M'son Inli'^ral(‘ inih'di ni<* <*l posons Im ■ i^ ' ^ 1^-. I^nleianoiis E 

f * I e.r-4 pn>j»i’irh‘s vi‘*iij‘s Iurs(|m! Tun seiilcmcnl des (junlre noinbnis 

drrivrs r^i |iin, 

C ‘ ) <>ii .unsj jjur savoii* qa'iiin’ IbiinUon salisfait I'i la (Jotulilion de 

la|»s<'hn/; H(tU aussi al il<' savoir qu’ellc <‘Si ilerivahlc. 
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(Ians des intervalles doiit la s(3mme des longueurs esL rn ( K) -f- Zp 
et faisons tendre tp vers zero. L’ensemble C commun a A| , Ao, ... 
(‘onLient E et ii’en dillere que par un ensemble de mesure nulle, 
de sorte que, dans le calcul de 'Vt*, on pent remplacer par tel 
([lie E('y = i) = o. est la limite vers laquelle tendent en dticrois- 
sant les fonctions attachees a A^, E(A^=r:ij = Ay,; soil 
I’integrale indc^linie de i^p. Dans tout intervalle positif, l'a("croisse- 
inent de ^F^ est an inoins (3gal a celui de '^F, de sorte que 

X^l^p ^ XW ^ o, 

A etant Tun quelconque des nombres derives. 

Mais AWp etant egal a i pour tons les points interieurs aux 
intervalles Ajp, n’est difierent de zero qu’en ces points et en an 
ensemble de points de mesure nulle. Par suite, n’est different 
de zero qu’en des points de C (on de E) et en uii ensemble de 
points de mesure nulle. Mais, puisque AW n’est jamais supc^rieur 
a I, que est Fintegrale de Aff'* et que, si E est contenu dans 
[a, b), 

\V{b) — W{a) = 

A"^ est egal a i pour les points de E, sauf pour les points (I’un 
ensemble de mesure nulle. Cela etant vrai pour I’un qucle.onqae 
des nombres deprives, i est la derivee de W, sauf jiour les points 
d’un ensemble dc mesure nulle. 

Soit maintenant la fonction sommable /, reprenant les notations 
de la page loi nous considerons /' comnie la limite vers laquelle 
les fonctions cp tendent en croissant quand le maximum de 
tend vers zero, cp est la derivc^e de son integrale indcifinie, sauf pour 
un ensemble de mesure nulle, car c’est une somme de fonctions 
On dciduit de la, en faisant tendre — li vers ze^ro, (jue les 
nombres derives de I’integrale ind(ifinie F de / sont au moins 
egaux a f sauf aux points d’un ensemble de mesure nulle, (>ar 
dans tout intervalle I’accroissement de I’integrale de /estau moins 
(^gal a celui de I’intcigrale de cp. De meme, en considcirant les fonc- 
tions cjui tendent vers / en decroissant, on voit que ces nombres 
derives sont, sauf en un ensemble de mesure nulle, au plus dgaux 
a /, done V integrate indefinie cV une fonction sonirnabte adniet 
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cef Le fonction poiu' deru'ee sauf aiix /joints cV an ensemble de 
mesure nulle (^ ). 

Si Fon rapproche cel eiionce de la delinition proposee a ia 
pa^e pdj oii recoimail qiie (‘clle defiiiilion esl exacteuient equiva- 
l(viilc |)our les ioncllons l^ornees a celle etiidiee dans ce Cliapilre. 
LVinleg'ration des foiiclions sommables boriiees esl done, en an 
(‘crlain sens, I'operaljoii inNcrse de la (knavalion. 

Vll. — La rectijication des courbes. 

Soil line coiirbe rectillablc 

r = r(0, z = z(t), 

(Idlinie dans (a, b) par les fonctions r{t)^ z{t) a nombres 

ddrivi^s boriuxs. Cos fonctions admettent toutes trois a la fois des 
derivdes, sauf pour un ensemble de valeurs de ^de inesure nulle, E, 
el soil C le complementaire de E. Nous aliens deniontrer que la 
long'neiir de la, courbe est 

/ \/x' ( t y' { f z' { f df, 

lleiuaripions d’abord quo, dans un inlervalle (/o, ^i), Fare s croit 
ail |)1us (1(‘ M \/3(/, — nombres derives de .r, sonl 

inlVuieurs en valeur absolue a M. Done on pent enfermer les points 
de E dans des iiilervalles A donl la conlribiilion dans s est inferieure 
a £ el donl la (‘onlri billion dans rinlegrale / est aiissi inferieure a £. 
Ccci ))Ose, parlageons rintervalle fini de variation de 

p{t) = 

a Faide de nombres // tels que lij^\ — li soil inferieur a £, ej^ etant 
I’ensemlde E(4 < p{t) S lri+.x), nous pouvons enfermer e,, dans des 

( 1 ) Oil pouiTaiL d( 5 duirc de ee resulLat la possibilite d'i/Uegrer par partle. 
Lc raison Mcnien I (lui vieni d’cLic employe conduit a une autre propriete : 

route fonction mesurable est continue, sauf aiix points eVun ensemble de 
inesure nulle, quand on neglige les ensembles de mesure b, si petit que soil e. 

Voir Boukl, Coniptes rendus, 7 decernbre 190.3 ; LriiEsauE, Comptes rendus, 
28 decernbre igoS. 
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liihM'N all(‘s \,f (loni l(‘.s |)arli(*s (‘omnuuK's aN (aMranl f<‘.s <hiI 

iiiu‘ I()tij;n(‘iir l<)lal(‘ an phis (‘^’alr a (/„: hs n{»iHhr<‘s (haul tris 
([iK^ la s(‘ri(‘ I /^/ 1 soil <‘oiU(‘r^’(*nl(* <‘l dc s(>mni(‘ £. \ loul point / 
(l(‘ rp allao.hons lo phis ^rand inlorvalh* (/, / -h /m irori^inr do 
loD^uoiir au plus ('^ah* a c, iiiNh’irur a <*<‘hii d<‘S K,, ipri <’onti<nU / 
(i l(il (pi(‘ 

///I- • i- //) - I t ) ■_)•(/>]“ J jji/ I /i) /,l|^ i, 

\ nil [)oinl / (h^ Iv nous allacdioiis h‘ plus ^i-and inl<'r\ alh* (7, / 4- // ) 
(rori^'iiK^ /, (hi lou^inair an plus o^ah* a s ol oonliuiu dans ladui 
(l(\s A <(iii (ionliiuU /. 

\v(‘<‘ (i<‘s iul<M-vall<‘s, on p(‘ul coiivi'ir (o, i ), a parllr (h* o, (lar 
uu<i (‘haiiut (riiil(M‘valh‘s (pron p(‘nl (‘tu[)loy<‘r poui‘ h* calcul (h* 
rare.. (a‘la doniu* un(‘ \ah‘ur apprixduh* <h* Tan' didi'ranl do 

iuoiusdee(/> ^/.) -f- e di? cr m ( A'. )i dosi^naul par los 

lul(irvallos (unployAs proviauuU (h‘S points do e^. Ia‘S points dv A/cpii 
lie. font, pas parlhi do soul d<‘s points (hi A on do A/f/A/ <» «. 

< )r his points (h‘ (1' (‘onUuius dans A foui'nissonl , dans 

7i // fN ( A / ), 

un(‘ (ioni.rihutiou (pii dillVax* di? rnoins do •■(/) do Tinti'^rah' 
d(i /)[/} dans A; o.'osl-a-din* ipdils doiunuit uno ('ontrihution an 
plus (‘^ah* a e(A* *r/)-4~E. I)aulr(‘ part, h\s points dc’s \/ ipii 
lout, parin' (h‘s j n ) iourniss(uit, dans o*,, un<* (‘ont i‘ihution 
au j)lus (i^ah‘ a Doin' t, cr Uunl vi'rs y.dro av(*o £ ot 

oouinui, dans (‘(‘s conditions, cr, ti'inl wvs I, la propri<*td onI 
d(‘mont.r(i(*. 

Da roiuilion si / ), (pii roprdsiuili' fan', dtarit rint(*‘»rah‘ indadinio 
d<! />»(/), adnn‘1 //{/ ) (lour ddi‘iv(‘o, sauf pour h*s points cDun ini- 
siiiuhhi (hi UH'sui’i' null(‘. 

Ainsi lorsqti tine courhe reclijitthle est dejinie d i\ftf/e 
fonclions <te t d nonihres derives homes, on n In relation 

satij pour ties valeitrs de L formant an e n sentdile de niesttre 
nallc [ ' ). 

( 7 Kn reprenant, Ics raisoiuieriicnts employes, oa varra ftnakarieat dauH cfin-ilr 
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Coiisiclci'ons une. (‘ourbe rectifiable; exprimons ses coorclonnecs 
a I’aide de bare ,s' (‘ ); alors on en general, 

Soil (T Vuvc d<‘ la <‘onrbe (.x*, j, o) projection siir le plan des .rK; 
<T csl unc ronctioii de a* a noinbres derives homes et Ton a 

[ = cr;,2 4- 

sauf [)our un enseinble de points de inesure nulle. 

I.)e la residte epic rcnscinble A des points ou et 5' sent mils 
en inetne temps est dc mesure nulle. Sauf aux points de A, 

a line valeur delerinineci finie ou inlinie. Si cr' est nul et non 

Zg s s 

nul, la (U)url)c a une tangente parallele a os; si s n’appartient pas 
a A et si cr' est difienuit de o, |)uis(jue 0*'- = 
sont pas mils a la fois, la courbe a une tangente.. 

Les cou/'hes rcctijiables out done ea general des tangentes, 
les points oii il n’y a [>as dc tangentes correspondent a un ensemble 
(b^ vabmrs d(i Tare dont la mesure est nulle (-). Ce sontces points 
(pi(‘ bon pcuit negligcr dans le (‘.alcul de Fare a I’aide de I’integrale 
de 

Soil /'(.r) luu; fonc'-lion a variation liornee conliniie, appliquons 
la propriele ([ui precu'ule a la courlic ™ /(,/•). Cette courbe a, en 
general, des tangent(is ('*); si s est son arc, y's existent sauf 

pour un (uisemble de valeurs de s de inesure nulle. Sauf aux points 
de <‘.et (uisciubb' rX a (uui\ de rcnscrnble E ou .x*' est nulle, r^. existc 
(‘t (^st fini(\ dis (pu‘ E (‘st de mesure nulle. 

iiu^sur{‘ lt‘.s rcsuliuLs pn'uutdi'iils souL indc'pcndaiUs de riiypothesc que y (i), 
z{t) soul {'» nooibres derives homes. On verra aussi que les noiabres derives pen vent 
remplae(u* b'.s dibavcu'S dans {’(‘xpressiun de Fare lorsqu’ils sont homes. Goinme 

eas purlieulier, on Lrouvera (jue la varialion Lotide dc j^/dcc est J I/I 

(1) G(ila n’est pos.sible que si a;^ y cL z nc restenl pas tous Irois constants 
dans un <‘,erLain inlervallc. 

(’■^) Malgre la restriction si^nalcc dans la Note precedenle cet enonc6 est tout 
a fait general. 

(3) Car X ne reslant jamais constant, puisque e'esL lui le parainetre, nous ne 
soniines pas dans le cas d’exception signalc aux notes pr^c^denLcs. 




CIIAUITIU-: Ml. 


S'il ii\‘n dlall. |)<is aiiisi, h*s poinls on run, <‘011 viunihhuiuuit 
(^hoisi, (l(^s ([ualr(‘ uoml>r(‘s (l(‘rn(‘s snail iniini, Inrniu- 

rai(‘nl iiti (uisiuulihi (l(‘ 111 (‘sure non uiill(‘. ( )u |>uun*ai I alors r<‘pr<‘n<lr(‘ 
1 <‘ raisoiiu(;iU(‘iU dcs pa^i^s i cl, poui* (‘valiu'r /’(.i;) a rai(l(‘ dc 
iioiul>r(‘ dcu'ive A /*( ./•), luais parnii l(‘s // lij^ur(‘i*ail I’uii d(‘s uoiubiM's 
^ cc, /j,^: hoj, (‘ 1 , Ton aurail biS (‘US(‘inl)l(^s r rmi 

d’(ui\ (‘lanl ( 1 <^ in(‘sur<^ non mdl(‘ (d )■ L ' 1 n hu'vallc <|u<‘ Tou alia* 
chcrall. au poiiil. ./* (bic, ^ S(!rail b‘|)lus j^rand iiil(‘rvall(‘ ( ./*,./• H- // ) 
d(i lon^iuuM* ail plus (‘f»'al(^ a s, conleau dans (‘(‘lui \ (b*s V,^ 
(a)iU(‘iuuil .r (‘I l(‘l (ju(i Toil ail 

J\j' 1 • //)—./*( .r ) 
lAI , j 

h 

M (‘laiil ('iu)isi ai'l)Ilrair(un(uil . I.a (‘liaiiu^ iriiil<u*vall<‘ cnrri'Npon" 
daiil(‘ (bmiuu’a uuc vabuir appr()(‘li(M‘ d(‘ la varialioii lulab* <111011 

|>oun*a i'airi^ <a‘odr(‘ iud('dinim(‘iil av(‘(‘ M (it ' si <‘sl de in(*siir<‘ 
noil unll<‘ <il si Ton a pris 

-h 00 

t ’ iVW/ -H ^ ! W\ <U 

■Xi 

<a‘<'i esl (ioiUraire a Thy polh(‘S(‘, 10 (‘sl (b‘ luestiri* mdl(‘. 

Or, par b)'|)olh('iS(% ./*(./') (‘Sl Narialiun buriub*, dniic j'\ esl md 
|)i)ur un cnseinbbi d(i vab'urs d(‘ ,v dc incsurc iudb‘. p*,. (‘\i.sl(‘ dniu' 
(il, (isl (iiii(*saiif pour un cusnnbic d(‘ val{‘urs (bi .v dc nu‘snr<‘ uulb‘. 
IVIais aux vabuirs dc .v, rorinaal uii iul<‘rvall(‘ 0 , c<)rr(‘spond(‘nl des 
N'al(‘urs dc ,/* rorinaul un inhu'valb* S| au plus <*^al a o; si ron 
eidciuiMi bis vab‘nrs d(.‘ .v d'un (‘usiuidib* 10 dans d(\s inl(*rvalb‘s d(‘ 
lotij^ucur l.olal<‘ Ics \abiurs (‘oi’rcspondanli/s dc .r foninuU un cn 
s<‘inl)b* 10, (pi’on p(‘ul (‘nlcrnnir dans Ics inl(‘r\alb‘s (‘orrcspon- 
dauls (bi longueur lolal(‘ au plus <'‘^al a L \ un c‘ns(‘ndd(‘ d(‘ 
N'al(‘urs d(i .s* dc in(‘sur(i nulb‘ ('orr<‘spoud done uii (‘ustuuldi* (b* 
\al(*urs (bi ./■ dc nicsurc nnll(‘. 

1 1 (*si ((.insi flrmonlfU' {jfiii* Unite, fonvi ion a narintiini honn'u* 
/*(./') (i line derivi'e flnie sauf fxnir ies rn/fuirs d(* ,r d'an 
ensernh/e de nntsure niille, lai raisornuuniuiL d(‘ la |)ag(‘ 
l(‘l (pi’il vienl (r<}lr(i coinpbilc, nionlrc iiMuiHi <ju<‘ (*ctl(* dcrivei* 


('} Li‘S nolalions soul ri'Utis iiuliqures la on. 
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rsl houunabir dans rmstnnhlc (l(‘s points ou (dlo <\sl finio, luais 
sa toarhnn primilivc nN\st pas u<‘(u\ssair(niuuit /*(./;), coinine Ic 
muntn* r<*\<nnpl(* d<* la fonntion ^{x) <|(^ la paji;o 55 . Lc tlieoroino 
qui \inni d t‘Ha‘ dtnnnnlro rsl doin' diilrnuil d(i oolul (‘oucenxant 
la dri'ivatinn d(‘s iah‘j;ral<‘S indriinii's; I'li (rautros tornnis, il cxiste 
<lrs Innrtions cniUiniu's a \ariation horina^ ^{x) par exeuiplcj 
<pu nr NoiU pas <l(*s iudrlinii's (*). 


i * ) Vimr i|u'ua<' tuiu tiua Miit intrj^ralr intU'linic, ii faul do ])ius (juo sa vuria- 
tniair diin-H uar iatinilc (rinl<‘rvall(*s do longueur LoLal(5 

lotidr vors fvvi\ asro i, 

Svi, diiiiH rruonn’ ilo }a |>uko jdj, on n'ussujtdlil pas /(a*) i'l ^:lro. hornee, ni F(a;) in 
<Hir *1 liuudirroi drrivTN lniru«'‘s. mais souloiuoul la (unulilion pr^cddonLe, ou a 
uuf* doPninoj* do rinlogj'ith* oqutvalonn* a oollo dtWoloppoo dans no (diapilrc et 
appliraldo *i hiutOH lo-» Puiohons Houuiial>los, hornoi'S ou non. 


NOTE. 


SUR LES ENSEMBLES DE NOMBRES. 


J. — Les ensembles derives. 

Nous avons du resouclre a la fin du Ghapitre J la question suivante : 

Une fonction continue esi connue a une constante additive pres, variant 
d’un intervalle a I’autre, dans tout intervalle ne contenant aucun des points 
d’un ensemble E; quelle doit etre la nature de I’ensemble E pour que la fonc- 
tion soit completement determinee (i)? 

Ge probleme a ete resolu par M. G. Cantor, qui I’utilisa dans la theorie 
des series trigonometriques. Nous allons etudier les proprietes des ensem- 
bles qui ont ete employees au Ghapitre 1 pour la resolution de cette 
question. 

Gonsiderons un ensemble borne E de points (-). L’ensemble de ses points 
limites est son premier derive, il se note E' ou EE Le derive de E^ est le 
second derive, il se note E^; et ainsi de suite. 

I. Pour tout ensemble infini (c’est-a-dire comprenant une infinite de 
points ) E^ ecciste, c’est le principe de Balzano-Weierstrass. Pour le demon- 
trer, rangeons en une classe A tons les nornbres inferieursa une infinite de 
nombres de E et dans la classe B les autres nornbres. La division A, B 
deli nit un nombre qui est evidemment un point limite de E et meine le plus 
petit de ces points limites. 

El est evidemment ferine, c’est-a-dire contient ses points limites, done 
il contient son derive E^; est ferme, il contient E^; et ainsi de suite. 

Ces ensembles E^, E^, E'\ ... peuvent exister. Un premier cas ou leur 
existence est evidente est celui ou Ei est parfait, car alors E^, E-, E'% . . . 


(1) On peut toujours supposer que I’ensemble E qui figure dans cet enonce est 
ferme; il suffirait done d’etudier seulement les ensembles fermes, mais il ne rt^sul- 
terait de cette limitation aucune simplification notable. 

(-) II s’agit de points en ligne droite, done de nombres; il n’y aurait que pen 
de changements s’il s’agissait d’ensembles de points dans un espace k plusieurs 
dimensions; d’ailleurs Pemploi des courbes telles que la courbe de Peano permet 
de se borner k fetude du cas de la droite. 
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soul ia.'iilli|.i.'s, ln„i> (•(■ cus la Ili'-liiillion dr |.;.i^ ... |„-rsrnlr 

lia-- irtiilrirl, Mais res rnsruildi's |i<Mivri)l rU'r lims dislinr.ls. Voici Ir. pro- 
(■{‘(Ir d(' {■nii'vl rtirl idli (|ur riDptoiriMMis pom’ Ir voir : 

s.iirnt dr^ riisriuldrs <•.. hivisoii> ( o, 1 ) rn iiUrrvalIrs parl,i(da 

\ ** , I* \ I ' ( ./j ' ,,a ** “ uoiis sur r/ la I I’aasrornuiLiou 

hniut»rh«‘tnjut' <jui irju|.lar<‘ l(‘ phis piMil iiUiM'Valli* <‘oni(‘naiil (>/ par 
( 1 i ha soimiH* <h‘ (M‘s (Misi'inhlos t!'/ si'ra iiotri* 

\ M* j , 

St f’j, *!, ... » ontii'iu\(Mil t‘ha<Min un itomhrr iini ih* po'mis, 

Vj A(r,, r-j, . . .) 

vh\ ult rtiHrmlih’ pour h'tpifl t'I« s<* rthhiit ati point o. Si (' 2 , ... soul, 
}<i»'ntt*|ttrs a \j on ohtiioH \{ A,, A,, pour \<'J st^ nhluit au 

point <1. hit ain^i <!«* ^nifr. 

St ^‘} ^}. A?. .... poor At \i, h'.s (l(•riv(*s I 1 ]-, ... con- 

rii-iuo'Ul tons ifrs points, 

* 

Ih iitiirstpit' !i*s f/f/ViV'.v I'i*. h'h ... t'<m t<}U$ dca points, il 
v vtst*' iit*s pntfi/s i'a/n mn ns it tons rrs t/vrivrs. Soil, imi t‘(lVt, M/ tm j>oiut 
h^ n appat tou.tn! pas a ; M, «‘st attssi point. <1«* !'>* *, P>’ ..., ht. 

l/rnsrinh!«' M., ... a 4in rn<hns nn point limiti* ([ni, (‘lant liinil(‘ thi.s 

points M,, ... t\r l'‘h rst point tin !•>'*. (1<‘ point apparlitnti (lorn*, a 

lulls ii*s 

|,■|•nH»’n»ilh’ lirs pomis iloni r<‘\istnin't‘ c‘st ainsi thnnont rtn* i‘Sl appt'lo In 

nr' f /r/ H‘t' 

|*oiu \t,i Vi \}t V-M ,..h l*^‘* »*ontit*nt Ir simiI point o. h(‘ (hh'ivn tic 
sr nntr h'‘* t ^ i[ h,. trduit ati point o [)oiir A,,), ...) A(,)||. fats 

d«’ii\rs Mirri'Hstfs ilr !•> sr notnttt ' h l'>‘ ' .... 11 n(‘ fanl. altat'htu' 

atirttiir tnipni t an«'«' a la I'oriiH* partinnlinri* ilrs intliccs ninployt'S ; nn fait,, on 
nsf \itr o|ili*^r dr noooirrr ii Irur tlonnrr nnr fornn* didnriuinrn a ravanre 
pai nnr ho prrnsr^ on mri rommr Intlirt's d(*s syinholrs ipitdcMiiKpins tpii out 
ptou hot dr dtstiii'^'urf Irs did'rrrntH <h*riv<‘s ( 1*1111 anhiH‘ ensemble. Non.s 
apjodhoonH < rs sMiiindrs /r.v nonihrns trnnsjinis tie in /ireniiere elasse ou, 
pioH alo«atm\ ies nomiires trnnsjinis (M; mttis, avant. (ridndiin' ees sym- 
indrs, li tanl drni(»nln*r tpie ee sont les nn^im^s «|ui pmivmil .sm*vir tpitd (pie 
soit rrnsrndth' doiit on prend Irs driivi's i‘l pour e(da pnn'iser la deiinition 
dr rrs driivrs, 

\ons diroiiH dr dmix derives d‘tjn imhin* enstnnbh* (jm* 1*1111 d’tmx. vi(5nt 
tiprrs I'antre s‘ii I’st I’onlemt dauH eel autre. Avin* eette eonve.niiou les ittois 
nvnni et nprth pen vent etre emplo)’e.H eonnne dans b‘ Iun{j;}if.»(^ ordinaire. 


1*1 M hantor r»»nsidrrc d'auires nombres Iranslinis (pie (‘enx donL il esKpu's- 
tiMii tri, fiHiiSi rrs noinbres tir soiit pas uuirs dans I elude de.s ensembles d(!rives. 
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Lorsqu’un derive contlent une infinite de points et n’est pas parfait, y a 
lieu de considerer son derive qui est, par definition, le premier derive qui 
vienne apres lui. Une seconde definition est necessaire; soient ... 

des derives en nombre fini ou denombrable, s’ils contienneut tons des 
points et s’ils soni dilFerents deux a deux il e\iste des points qui leur soul 
communs a tous; pour le voir, il suffit de faire un raisonnement analogue 
a celui employe pour la proposition II. L’ensemble de tous ces points peut 
etre ideutique a I’un EY des ensembles donnes, alors EY vicut apres tous les 
autres ensembles donnes, ou bien il n’est identique a aucun des ensembles 
donnes et il constitue par definition le premier derive venant apres E^, 
EP, .... Pour que cette definition soit acceptable, il faut que, sans que 
le dtu'ive obtenu change, on puisse remplacer les derives donnt^s par les 
derives EP‘, . . . tels que Tun quelconque des E“ fasse partie des E^' ou 
soit avant Fun d’eux et inversement. On verifie facilement qu’il en est bien 
ainsi. 

La seconde de ces definitions ne s’applique que dans le cas ou une iidinite 
denombrable d’ensembles derives a ete definie, et seulemenl une infinite 
denombrable. La premiere suppose que dans I’ensemble des derives defiiiis 
il y a un dernier derive, de sorte que les derives obtenus par Lapplioation 
de ces deux definitions ont avant eux au plus une infinite denombrable 
d’ensembles derives. 

Nous pouvons enoncer la proposition : 

III. Lorsque des derives eii nombre firii on denombrable dUin 
ensemble E contiennent tous des points, il exisle des points communs 
d tous ces derives, Ces points constituent le premier derive qui ne vient 
avant aucun des derives donnes. 

Gonsiderons les derives successifs dedeux ensembles A et B, Nous n’ocri- 
vons que les derives difierents qui contiennent eflectivement des points. 
Faisons correspondre a A^ a B-, . . a etc. En operant ainsi. 
on fait correspondre tous les premiers derives de A a tous les premiers 
derives de B, I’ordre etant conserve. Je dis que cette correspondance petit 
etre poursuivie assez loin pour epuiser, soit les derives de A, soit ceux de B. 
En ed’et, la correspondance peut etre etablie entre les premiers derives 

entre A^, A^, ... et Bj, Je suppose ecrits tous les derives de A pour 

lesquels cette correspondance peut etre etablie; alors, ou bien il y a un de 
ces derives apres tous les autres, ou bien cela n’est pas et dans les deux cas 
on sail definir le derive de A qui suit tous ceux ecrits. Si Ton fait corres- 
pondre ce derive de A a celui de B qui suit tous ceux (Merits, la corres|)ou- 
dance est realisee pour d’autres ensembles derives que ceux ecrits; il (5taii 
done absurde de supposer qu’elie n’etait realisable que pour ceux-la. 

La correspondance peut done etre r(§alisee jusqu’a complet epuisement 
des derives de A ou de B. Supposons que ce soit les derives de A qui soient 
epuises. Je dis que cette correspondance n’est possible que d’une maniere; 
en d’autres termes, il ii’est pas possible de realiser les conditions dnoncees 
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■Ir .|uH.> MH-m.' (l.-iiv A^.. .!.• A c.m'ivsi.uikIo .I'alionl ,, un .lorivo 

<''■ "• i""- ■' 'I'' .Sii|.|,<.suns ccla possible ei eonsideeons 

seuleoM Ol les .l.'-rives A\ of. ^ esi »„ ,,|,<s ej-al a noas anmas ,l,-nx 
„pi>l,r„l,„i,s S,„ ve.Mves <|e reuseiiil.le <le ees A* sue .letix parties dide- 
iruies I’ el I', di- I'eii-emlile d-s HP. 1* ,.si eonleuiie dans 1’, on H, dans P. 
SnppoM.us ,,ne P, -oil eonlenne dans P. Aloes ilans I'applieation des A* 
SOI P on Kill I onespoiiilie an\ HP de I’, les deri\es d’nne |)artie Q de 
rriiHrmhlr »{rs V *. 

\ nn \ * ifiirli’mitjiH* iMu rrspotul daus I’applieation siir P, an a r.i'. B[i 
lonr^poitit dann l applicat ion V nu \\ on pourrait done nsdisiM' Tapplica- 
lion do l onHonddr des nni* Tune i) de ses parties ( » ). Oreela est impos- 
Slide eat \* dt»ii n«'*eeHMaireinent eorrespondre a A‘, a A^, et ainsi dc 
stidr, Vi Ion tieinontreraii ipi’il n‘en pinit (dre ainsi pour une certaine 
tiimille de derives sans mi idn* aussi de rneine pour 1(‘ prmniiu’ 

lifdive «|iu stdl reu\ eerits, 

Knfin par dm i aisininenientH <le undue nature on ileinontrera (pie si dans 
hi eoi t espoitdiint r d est possible ilVpniser les d(‘rivt^s de A, sans epuiscr 
ren\ tie |l, d est unpttssibb* dt* realise!' la eorrt^spondanee salisraisant aux 
t ontlitioji'^ eitonetd’s et telle, tie pins, ipie les tlerivi'‘s di* B soimit (‘[inist'^s 
avant een\ tie 


II. /.ev nomitrvs trans/hih. 


S|, ronitiie d a #dt* dit, on nun anv lettres K el F dilbhanils indimis distin- 
j«naul len tlenvt-H dt**^ enHenildes F et l‘\ on pourra eonvtniir d’einploym' bss 
iiiidnoH iiitln t '«> poiu b's derive*^ dt‘ Met tie I’’ tpii st* (‘orrespondtnil duns ra[)- 
pliealton tlont d vieiit tl'tdre parle. Lt*s synilades ainsi (‘boisis une Ibis pour 
Itniten eoninie indit t"** »«»»nt le" ni>inbrt‘s mitiers (inis i, v., 1, ... el (rautr(‘s 
•oi^ne-* tpt on apptdie le** Haffihrrs trttnsjlnh { ^ 

( * I 11 taut ni*tn»ir»|nrr tpie t 'est ane partie tanuineaeaal h A' (^t eonUaiaat des 
di'Mvon I'ou'^ei iitifH, i'*i «it a dire re »pie M. t’.antor apptdle iin SMI s’agis- 

d'tiae pufiM' ipnd* oinpn% d ii’y atirail pas iiiipoMsibilile. 

I I t ne fiotatoMi rp'Knlterr de ees syiiilmles a’a juiuaiH (be doainb':; il esL dMdl- 
Irnis I vtdenuneal tii»p*»ssd»le tie tmier tons ees syaihtdes par dt*H (‘.oinbinaisons lui 
iMiinbit* (tut ipirlt HiHfue tl'nit intiidtre iitit tie syuiholes, (’ur, entnrne noii.s ulloas 
Ir Volt , Irni en*»enddt' a nne paissaaer siiptd’ieurt* an deaornhraldt*. II jiaraltdone 
inipt»*9stldr dr douoei ttne loi perinettant d’eerire tdVeet iveimnil i\ Taide dMuuMiota- 
lo»ti reKnlH ir I nn «pn jeinupie »reuire eu\. 

Ili-lali V rinent a bt iHKin rahoa des uombres traaslinis, on lira aver. iuUbn^t t‘c (jui 
* oio rritr b» ftonie imrniab* ties utMidires IraiisliuiH dans les Memoirtis do M. G. 
i itiaoi, uatItHts |mu M. l\ Miirotte soils It* litre de Fandemenls (Vune Uuioi'ie. 
iit'% { 1‘aris* Heriininn ). 

iKiiis |r ifudne (tnvrage se tr«»uveut tlrveloppees les propridtes des ensembles 
l*ira 0 | donors »|oe |'ai Milliners tlaiis Irl title ties eiiseiuides derives. 


* 
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Uii lumihi'c* Lransfini csi <lil plita petit auiia* I(»rH(|u i! (‘orr<''^jM»n«l u 

uu derive v(‘nanl avaiU (adui (‘(>rr(‘S|KHulant a Taut re aonilna' t rausliui. Nous 
nous l)oruons d’ailhairs aiix smii1»o1<‘s titih's, nous u<‘ mat iuuerojiH la ena^ 
sliaielioa d(‘ ees s\’inbal(‘s (|a(‘ taut. <ja(* nous troaveroas des <i<‘ri\<*'' ('oalc*- 
naal (1<'S poial.s (U, (lillereiUs (!<* ([ui l<*s j)re(‘e(l<Mit ; ebatpn* amabre 

ti'anslini a’a doia^ avaat lai qa’aa aoaibn* lini ou une iaiiaile deaoaibi’able 
cle aoad)ia‘s Iraasliais. 

IV, L'enaemhle des fionihres t ra ns finis n'est pns dennjnfndde. 
Nous avoas at(.a(“lie (le:s (‘nstanbb's A.., ... aax aeaiia'es llais <•! den 
ons('ad)l(‘s A^o, <leu\ prerai(*rs aoaibres traaslinis. Nous (‘oaiple- 

leroas ('(‘lie corn'.spondanec* (‘a eoiivtaianl (|U(‘ si aoas avoa^ atiaidu* aa 
n<)ad)re a, A^^ i sera A( Aa, A^, . . . ). la‘s aoiubres a h ( aa\(}aeU s’appliipie 
coU(‘ (b'diaitiau soul e(‘a\ <pii oal avaat «‘aK an dernier lauabre traa^iiai, 
c(‘ SOUL ('(MIX (jui carr(^sj)on(leal aux d(a'iv(*s donia'*s par la pr<*ad('*r(‘ defiai- 
lion; [M. (laator les a[)p(‘lb‘. les nonihres de ht premiere espi^ee, <a‘a\ de 
la deiixiiime espiee sont cauix qui eorr(^spoad(‘ul a la (b'uxieaa* deliaitioa 
d(?s d(;riv6s; iiii l(‘l uoiabr(‘, a (ist (b'diai par l’eas(‘ail)le de loU'i lt‘H aoadaa*^ 
qai lai soar, inbadeurs. I{au^(a)ns (’les a()rahr(‘s, <|ui roraaait aa (‘usiaabb* 
d(aiaail)ral)l(^, en suite siinplenH‘ni iuliai(‘ a^ h, f% houn poH«‘roUH 

Aa~ A fa, b, (-J, . . . ) ( M. 

G(is deux prac(*dc‘S d(‘ eoustrue.tioa soul ap))li<'abl(‘s taut (|ut‘ Ibui iibi 
(‘.TK'-on^ qu’uiK^ ia(iait(‘ (l(‘aorul)ral)I(‘ d(‘ aoiabi*(*s; iils doauiuit aaijoarH aa 
ci!asead)l(‘ doul le cz''"“’ d(‘rive a(‘ <'oali<‘ai qu(* I(‘ point o; il i*st diau‘ 
al)s\u'd<‘ de sapposer (pi’on (‘puis(‘ la sail(‘ d(‘s uoiabren traaslinin a I’aitb* 
(.ruai* iafauKi (baiouibrabb’ (ropcb’alions. 


III. Les ensembles nUlantibles et les ensembles parfaits, 

II (^xisl(‘ deux ‘•raadi'.s elass('s {reas(‘a)bb*s : b's (‘astaabbw deraMabrabb‘H 
(it bis eascanbles non (baaMubrabb's. A la pr(‘miere elasne appart it*aa(*at b‘^ 
(iaseanbles doat Tun (b‘S (budvi'S n(‘ ('onli(‘nt auitua point lada r*’‘sull(* 
i nun (id i a Lein (in I (bi la propositaon suivanl(‘ : 

V. Les points de qid ne font pas pa /'tie de I a ; » i ) fnr/nent tut 
ensemble ddnombrable. — lin (ilVet les p(*inrs d<‘ 10 ((ui n*appaftdeaa<ait 
pas a sonl isobis dans K>, doiui (dia(‘.un (r(‘u\ p(‘ut (Hn* (‘aferaie dans an 
intervalle U(i eonL(‘.aanl (pi’uu point d(‘ iO , Sur Tun di* (‘(’s int(‘r\ulb*s 
d(iux autres, an plus, Oj el eiaj)i(H(‘nl vl ils n’lanpieieat pas ran sur 


(‘) 11 y a U uac difruailU* qui provicnl du fail qu’on ue donni* pas la b»i de 

formation de la suite a, c, .Si I’oa savail donner C(*lUt led les enHeiiddes A.** 

pourraient s(irvir ii noter Ics nornbros translinis. 

(-) D’apres HI, le premier (bhdvd pour leqind il vn est ainsi ne pent eorres»- 
pondre a ua aombre dc la seconde espece. 
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TauLrc. La somme des longueurs des o est done au plus deux fois la lon- 
gueur d’lm intervalle contenant FJ ; les intervalles o ferment un ensemble 
denombrable. 

Ainsi les points de qui ii’appartiennent pas a forment un ensemble 
denombrable, ceux de EP qui n'appartiennent pas a forment un 

ensemble denombrable Bj^. Or I’cnseinble considere dans la propriete V est 
[’ensemble des points de la sornine des pour p < a, done il est denom- 
hrable. 

Les ensembles doiil I’un des derives nc contient aucun point sont dits 
reductihles; ils sont denombrables, car, d’apres V, pour un tel ensemble E, 
El est denombrable; tons les points de E sont des points de E^ ou des inter- 
valles contigus a Ei, lesquels sont en nonibre fini ou denombrable. Dans un 
intervalle laterieur a un intervalle contigu a Ei, E n’a pas de points 
limites, done est fini ct par suite il est denombrable dans tout intervalle 
contigu a El. E est denombrable. 

A la classe des ensembles non denombrables appartiennent les ensembles 
parfaits : 

Yl. Tout ensemble parfait a la puissance da corilitiu. — Gela est 
evident si rensemble contient un intervalle; soil E un ensemble parfait non 
dense dont les points extremes sont A ct B ( 0 * L 1 ai{(E) est un ensemble 
forme des points interieurs a rinfinite denombrable des intervalles con- 
tigus a E. Bangcons ces intervalles en suite simplement infinie o^, 02, ...* 
A A faisoiis coi’rcs])ondrc le point o, a B le point r, au\ deux extremites 
do 0) Ic point T, aux deux extremites de 02 le point 4 ou | suivant que 02 
est entre A et ou eiitre et B. Oncontinuera ainsi, faisant correspondre 
aux deux extremites de O/^ le milieu de Tun des intervalles, definis par les 
points correspoiidant a A, B, Oj, 02, 0,^—1, cc milieu etant complete- 

ment defiiii par la condition qiu'. les |3oinls correspoiidant a A, B, Oi, 
02, , . se succedent dans le memc ordre que A, B, rj'i, 02, . . ., o,;. 

Soit M un point de E qui nc soit pas extremite d’un intervalle contigu 
a E, il est limitc des extremites <rintcrvalles o^,, o/^, .... Les points cor- 
l•espon(Jant a ces intervalles out, il est facile de le voir, un point limile y. 
On fait correspondre y a M. De cette manierc a lout point de E corres- 
pond un point et un seul de (o, 1), et a tout point de (o, i) correspond un 
ou deux points (le E, done E a la puissance du continu. 

Gonsidm’ons mainteiiant rensemble commun a tons les derives 

de E (-). 11 est evidemment forme, jc dis qu’il est parfait. Pour le voir, 


(*) Ou suppose E borne, sinoii on raisonneraiL siir une partie bornee de E. 

(-) L’indice Q. ii’a pas d’autre but que de distingucr I’ensemble ainsi formed des 
derives. Si, ce qui n’esL pas, dtait dilf^rent de tons les ddrivds, il y aurait lieu 
de considi^rer eornme une sortc de nouveau diSrive et par on representerait 
un syrnbolc ((ui serait Ic premier venant apres lous les nombres transfinis de la 
premiere classe. Un tel symbole serait ce quo IVT. Cantor appelle le premier nombre 
Lransjini de la seconde classe. 


noth:. 


i’i() 

n'diarquons quo si M osl un poinl. (1<‘ ot (<'/, h) un intcM vallo (*(>uf<’nanr M, 
ou bien Fun des derives <1(‘ K ost. parfait dans ( (f^ A), on l>i<'n ({iirl (jik* soil 
li*: ddrive considtuM^ on p<‘nl trouvor un point ap[>artenant a b^tsans 
a|)pan<;nir a cX 0 (‘la fait voir (jue, dans tons les eas, n’(*st pas 

derxombrablo dans (a, />>). JnvorsonuMU, si IVI t‘St t(*l t|U(‘ dans tout inttu'- 
valle (a.,/;) le coutenant il y a ime infinite jnon denonibraf)I(‘ <b‘ points 
d(^ Eb IM appartient a car s’il n’appartcnait pas a il y aurait un 
intcrvallo dans Icqind K'^ n’aurait [)as dc points (*l dans Icqutd bF 

sc rail dcnombrable. 

De cette propricte caraclcristiquc dcs points (b^ il r<‘snlt<‘ qu(‘ b>-i no 
pent contenir aucun point isole; si M etait un ltd point, on [jonrrait trou-» 
ver (a, /;) conienant M et ne contenant aucun antn‘ point d<‘ inar- 

qnons ics points a b - • • <! M < . . . - C 1<‘^^ b'!^ 

texidant vers M ; dans cbaqin^ intcrvalle (<'//, ), ( hi m, h / ), b^‘ (‘st denoin- 

brable, il est done dcnombrable dans (('/,, h). 

E^^ est parfait. Mais nous voyons de plus qin^ dans tout iuhu'vallt* conli^^u 
a il n’y a qu’unc infinite denombrable de points d(‘ Kb V eluu'un de ecs 
points correspond un nombre fini ou translini, indica* du pnnniiM' tlerive in* 
eonicnani pas ce jioint. Il y a unc infinite denoinhi*ahle <le (‘cs noinbrtis, 
soit a le plus grand d’entre eux, s’il y en a un phis grand que tons l<*s aulres 
et, s’il n’en est pas ainsi, soit a le plus petit de e(‘u\ qui l(‘s surpassent. 
L<* derive E®^ est identique a E-^, doin* : 

VII. 'foul easenihle a Van de ses derives parfait . 

VJIl. 'Pout ensemhle fer me est la som/ne (Van ensemble dnaanbrable 
et (Van ensemble parfait ( * )• 

Eos ensembles formes sonl done denoinbrabbas ou out la puissance <lu 
(jontinu, suivant que buir derive parfait in; conti<*ni aucun point, ou (‘u cou- 
tient; e’est-a-dire suivant qu’ils sont reductibbas ou non. IMais un ensembb* 
non fcrmC peut Ctre non rcductiblc et denoinbrabb* ; c’t‘st b; (‘as dt* Ib'n- 
semble des valeurs ration nclles. 


(‘) Ou rernarquera que la dcimonslration dii tbeoreiin; VIH in‘ supposcMamnus, 
ni la riution, ni mCme b; mot dc nombre trans/ini. Au contrair(‘, dans la dernouS' 
iration du thCorcme Vll, j’cmploie Ics nombres transfiuis. 

Pendant la correction dcs epreuves, j’ai cm (‘.onnaissanc(‘ d’uiu; letlrc adressce h 
M. Borel par M. Ernst Lindcb'if, et dans la(pielb; eclui-c.i iinliquc uin; dCmouHtra 
lion du LluiorCmc Vlll (pii me parait identique ii celb* du Itixlt*. 
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